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Auslastungspiele

Erinnerung: Preis der Anarchie

Preis der Anarchie fiir reine Nash-Gleichgewichte:
» Strategisches Spiel I, soziale Kosten cost(s) fiir Zustand s von '
» Betrachte 7"¢ als die Menge der reinen Nash-Gleichgewichte von I
» Preis der Anarchie ist das Verhiltnis:

max, cyrve cost(s’)

PoA = -
Minscy cost(s)

PoA quantifiziert die Verschlechterung des teuersten NG im Vergleich zum

optimalen Zustand des Spiels.

Annahme
Wir betrachten hier nur cost(s) = >, ci(s)-

Gibt es eine Technik, mit der sich der Preis der Anarchie in vielen Spielen
bestimmen 14Bt?
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Auslastungspiele

Auslastungsspiele mit linearen Verzogerungsfunktionen

PoA in Auslastungsspielen mit d.(x) = a, - x, fiir a, > 0:

Im folgenden Spiel gibt es 4 Spieler. Die Spieler méchten von (1) u nach w, (2)
w nach v, (3) v nach w und (4) u nach v. Im Prinzip hat jeder Spieler nur eine
direkte (direkte Kante) und eine indirekte (iiber dritten Knoten) Strategie:

w
O
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Auslastungspiele

Auslastungsspiele mit linearen Verzogerungsfunktionen

Optimum s* Ein schlechtes NG s

cost(s") =14+1+14+1=4 cost(s)=3+2+2+3=10

Der PoA in in diesem Spiel ist mindestens 2.5. Geht es noch schlechter?
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Auslastungspiele

Auslastungsspiele mit linearen Verzogerungsfunktionen

Wir zeigen, dass der PoA in diesen Spielen hochstens 2.5 ist:

Sei s das schlechteste reine Nash-Gleichgewicht. Wenn Spieler i in s zu einer
anderen Strategie abweicht, werden seine Kosten nicht kleiner. Sei s™ ein
optimaler Zustand. Es gilt insbesondere, dass ¢i(s) < ci(s, s—i).

Damit kdnnen wir die sozialen Kosten beschrianken durch
cost(s) = Z c(s) < Zc,—(s,-*,s,,-) . (1)
ieEN iEN

Dies ist eine verschrankte Summe — jeder Spieler betrachtet die Kosten wenn er
alleine zur Strategie in s™ abweichen wiirde. Wie kdnnen wir diesen Term auf
cost(s) und cost(s*) zuriickfiihren?
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Auslastungspiele

Auslastungsspiele mit linearen Verzogerungsfunktionen

Betrachten wir den Term genauer fiir die Auslastungsspiele. Wir schreiben
n. = n,(s) fiir die Last von Ressource r in Zustand s und n; = n,(s*) fiir s™.

Wenn Spieler i nach s abweicht, dann sieht er auf jeder Ressource r € s eine
Last von héchstens n, + 1 (evtl. nur n, wenn r € s;N's}")

S alst s )< D> Y di(n+1) .
ieEN iEN resk
Da genau n; Spieler auf Ressource r abweichen, gilt:
> dn+1) =Y ndi(n+1)=> nfa - (n +1) .
ieN resf rerR rer
Wir nutzen nun folgendes Lemma ohne Beweis:

Lemma (Christodoulou, Koutsoupias, 2005)
Fiir alle nicht-negativen ganzen Zahlen y,z € {0,1,2,3,...} gilt

5 2 1 2
<2242,
y(z+),3y+3z
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Auslastungspiele

Auslastungsspiele mit linearen Verzogerungsfunktionen

Mit y = n} und z = n, + 1 gilt also:

Zc, s’y s-i) Za,n (nr+1)

ieN rerR

5 *\2 1 2
< Za’ <§(nr) +§"r)

rerR

= g Z ny(a-n}) + % Z n(arny)

rer rer

5 . 1
gcost(s )+ 3cost“(s)

und somit

Z ci(s,s—i)

iEN

IA
wl o

- cost(s™) + % - cost(s) (2)
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Auslastungspiele

Auslastungsspiele mit linearen Verzogerungsfunktionen

Damit kénnen wir nun den Preis der Anarchie wir folgt beschranken:

cost(s) < % - cost(s") + % - cost(s)

cost(s) 5/3
= PoA cost(s*) — 1-1/3 25 (3)

Aus diesem Beweis leiten wir ein Schema ab:

1. Stelle Ungleichung (1) auf. Sie beruht nur auf der Annahme an cost(s)
und darauf, dass s ein reines NG ist.

2. Leite Ungleichung (2) mit Zahlen (A, 1) her. Die Zahlen (5/3,1/3) waren
hier spezifisch fiir das Spiel.

3. SchlieBe die Rechnung durch Ungleichung (3) ab. Die Schranke auf den
PoA beruht nur auf den Zahlen in Ungleichung (2).
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Smoothness

Smoothness

Die einzige Information iiber das Spiel sind die Zahlen in (2). Wenn fiir ein
Spiel also eine Ungleichung dieser Form gilt, dann konnen wir eine Schranke
auf den PoA fiir reine NG mit dem Schema finden.

Definition
Ein Spiel heiBt (X, )-smooth fir A > 0 und p < 1 wenn fiir jedes Paar von
Zustinden s, s’ gilt

Z ci(s!,s—i) < \-cost(s’) + - cost(s) (4)
ieN

Daraus folgt mit dem Schema dann direkt:

Satz

Wenn ein Spiel (X, i)-smooth ist, dann ist der Preis der Anarchie fiir reine Nash-
Gleichgewichte héchstens

1—p
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Smoothness

Beispiel: Wardropspiele

Unser Beweis fiir den PoA in Wardropspielen nutzte auch das Schema.

Im ersten Schritt

Cf) = D fd(f) < Y gede(£)

ecE

stellen wir quasi (1) auf. Der Term rechts ist im Prinzip eine “verschrénkte
Summe”, wenn im Gleichgewicht f jeder infinitesimal kleine Spieler einzeln zur
Strategie im Optimalfluss g abweicht.

Mit dem Lemma und dem Bild-Beweis ergibt sich fiir jedes Paar f, g von
Flissen

> gede(fe) Sdede(r;)+%Z@de(fe): 1-C(g)+

ecE ecE

1
2 C(f) .
LG
Also: Wardropspiele mit affinen Verzégerungen sind (1,1/4)-smooth.

Eine Herleitung wie in (3) liefert C(f)/C(g) < 1/(1—1/4) = 4/3.
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Smoothness

Allgemeinere Gleichgewichte?

Viele Spiele haben keine reinen Nash-Gleichgewichte. Was ist der Preis der
Anarchie fiir allgemeinere Gleichgewichte?

Wie hoch sind die sozialen Kosten wenn jeder Spieler mit einem
No-Regret-Algorithmus spielt?

Definition
Der Preis der Anarchie fiir grob-korrelierte Gleichgewichte oder Preis der totalen

Anarchie ist die kleinste Zahl p > 1 so dass fiir jedes grob-korrelierte Gleichge-
wicht V und fiir jeden Zustand s’ des Spiels gilt

Eswy [cost(s)] < p-cost(s') .
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Smoothness

Smoothness kann noch mehr!

Im Schema oben haben wir nur benutzt, dass (2) fiir ein reines NG s und ein
Optimum s* gilt. In der Definition fordern wir allerdings, dass (4) fiir jedes
Paar von Zustinden gilt. Diese stirkere Forderung erlaubt folgendes Resultat:

Satz
Wenn ein Spiel (A, pi)-smooth ist, dann ist der PoA fiir grob-korrelierte Gleich-
gewichte héchstens

1—p

Beweis:
Sei s™ ein optimaler Zustand. Wir erhalten Schritt (1) wie folgt:

Eswyv[cost(s)] = Esoy [Zci(s):| = ZESNV[C:‘(S)]

iEN iEN

Z ESNV [C,‘(S;*, S_,')] = ESNV |:Z C,'(S,-*, S_,'):|

iEN iEN

IA
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Smoothness

Preis der Anarchie fiir grob-korrelierte Gleichgewichte

Nun nutzen wir die Smoothness-Eigenschaft punktweise fiir alle mdglichen
Zustinde unter der Verteilung V und s*

Esnv [Z ai(s s,-)]

iEN

IN

Esy [A - cost(s™) + u - cost(s)]

IN

A - cost(s™) + p - Es~y[cost(s)]
Dies entspricht Schritt (2).

Die verbleibende Herleitung ist nun exakt wie in (3):

Eswv[cost(s)] < Acost(s”™) + p - Eswy[cost(s)]
Esv[cost(s)] < A
cost(s*) - 1-p
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Smoothness

Smoothness Beispiele

Satz
Jedes Wardropspiel mit affinen Verzégerungsfunktionen ist (1, +)-smooth. Damit
ist der PoA fiir grob-korrelierte Gleichgewichte héchstens 4/3.

Satz
Jedes Auslastungsspiel mit linearen Verzégerungsfunktionen ist (3, 3)-smooth.
Damit ist der PoA fiir grob-korrelierte Gleichgewichte héchstens 2.5.

In beiden Fillen gelten die oberen Schranken fiir grob-korrelierte
Gleichgewichte. Daneben gibt es Instanzen, in denen die Schranke schon fiir
reine Gleichgewichte angenommen wird. Wir nennen Klassen von Spielen mit
dieser Eigenschaft dicht (engl.: tight).
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Dichte Spiele

Hierarchie im Preis der Anarchie

Smoothness ergibt eine PoA-Schranke fiir viele Gleichgewichte. Jedes reine NG
ist ein gemischtes NG, jedes gemischte NG ein korreliertes Ggw und jedes
korrelierte ein grob-korreliertes Ggw. Je allgemeiner das Konzept, desto groBer
der Preis der Anarchie (da worst-case). Die Schranke A/(1 — p) mit
Smoothness kann man noch allgemeiner anwenden als nur auf grob-korrelierte
Gleichgewichte:

i PoA - A
Optimum PoA rein o PoA PoA grob

1 gemischt korreliert korreliert 1—p

Martin Hoefer

Algorithmische Spieltheorie 2017

Preis der Anarchie



Dichte Spiele

Hierarchie im Preis der Anarchie

Fiir dichte Klassen von Spielen gibt es ein reines Nash-Gleichgewicht, das einen
PoA von \/(1 — p) liefert. Damit kollabiert die Hierarchie:

Optimum PoA rein, gemischt, korre-
1 liert, grob-korreliert,
|

1-p

Martin Hoefer

Algorithmische Spieltheorie 2017
Preis der Anarchie



Dichte Spiele

Dichte in Auslastungsspielen

Satz (Roughgarden, 2003, Informell)

Fiir eine groBe Klasse von nicht-fallenden, nicht-negativen Verzégerungsfunktionen
ist der PoA fiir reine Nash-Gleichgewichte in Wardropspielen \/(1 — ). Diese
Schranke wird erreicht in Netzwerken mit zwei Knoten und zwei Links (wie im
Pigou-Beispiel).

Satz (Roughgarden, 2009, Informell)

Fiir eine groBe Klasse von nicht-fallenden, nicht-negativen Verzégerungsfunktionen
ist der PoA fiir reine Nash-Gleichgewichte in Auslastungsspielen A\/(1— ). Diese
Schranke wird erreicht in Netzwerken bestehend aus zwei Kreisen und evtl. vielen
Knoten (wie im Beispiel fiir lineare Funktionen oben).

Viele Klassen von Wardrop und Auslastungsspielen sind also dicht und erlauben
universelle Worst-Case-Strukturen der Netzwerke.
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Intuition und Grenzen

Grenzen von Smoothness

Smoothness gibt sehr gute Schranken wenn gute soziale Kosten im Spiel nicht
zu stark von koordiniertem Verhalten der Spieler abhiangig sind.

Betrachte dagegen folgendes Spiel, in dem niedrige soziale Kosten stark von
der Koordination der Spielerstrategien abhdngen:

1 100

1 100
100 1

100 1
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Grenzen von Smoothness

Intuition und Grenzen

100

100

100

v

v

PoA fiir reine NG ist 1.

v

\4

Martin Hoefer

100

Optimale Zustdnde sind reine NG mit sozialen Kosten 2.

Schlechtestes gemischtes NG ist x; = x, = (0.5, 0.5).
Erwartete soziale Kosten 101. PoA fiir gemischte NG ist 50.5
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Intuition und Grenzen

Grenzen von Smoothness

I A B
1 100
A
1 100
100 1
B
100 1
> Jedes grob-korrelierte Gleichgewicht V ist ein korreliertes Gleichgewicht.
> Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt:
max(Pr[s = (A, B)], Pr[s = (B, A)])
<  min(Pr[s = (A, A)],Pr[s = (B, B)])
> Schlechtestes grob-korreliertes ist Gleichverteilung (also wieder das
schlechteste gemischte NG).
> PoA fiir korrelierte und grob-korrelierte Gleichgewichte ist 50.5
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Intuition und Grenzen

Grenzen von Smoothness

1 100

1 100
100 1

100 1

Fiir eine Schranke auf A und g betrachte nun das reine NG s = (A, A) und ein

Optimum s* = (B, B):

200 = ca1(B,A)+ (A, B) = Z ci(s’,s—i) > X-cost(s™)+ - cost(s) = 2A+2u
ieEN

Dann ist A < 100 — p und PoA < (100 —p)(1 —p) =1499/(1 —p). Mit p =0
ergibt sich als 100 als beste Schranke.
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Intuition und Grenzen

Grenzen von Smoothness

1 100

1 100
100 1

100 1

Selbst wenn wir nur die Smoothness-Bedingung bzgl. reiner NG und optimaler
Zustdnde betrachten, bekommen wir eine Schranke von 100 auf den PoA.

Das ist 100 Mal groBer als der echte PoA fiir reine NG.
Es ist auch fast |A/| Mal groBer als der PoA fiir grob-korrelierte Gleichgewichte.

Im Spiel braucht es Koordination fiir gute Kosten. In >7._\ ci(s”,s-;) treten
dagegen nur Zustinde auf mit Kosten, die extrem viel hoher sind als im Gleich-
gewicht oder im Optimum. Dadurch muss A extrem erhdht werden und die re-
sultierende Schranke verliert ihre Aussagekraft.
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Intuition und Grenzen
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