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Mechanismen und Geld

» Menge A von moglichen Ergebnissen.
» Ziel: Wahle ein Ergebnis a € A.

» Spieler haben quantifizierbare Priferenzen iiber die Ergebnisse. Gemeinsame
Wahrung ermdglicht Nutzentransfer zwischen Spielern.

» Priferenz von Spieler ¢ wird beschrieben durch eine Bewertungsfunktion
v; : A — R aus einer bekannten Menge von Funktionen V; C R4,

» v, ist private Information von Spieler 4.

» Mechanismus zur Wabhl eines Ergebnisses:

1. Frage die Bewertungen aller Spieler ab (direkte Offenlegung)
2. Bestimme ein Ergebnis a € A
3. Bestimme Zahlungen m; fiir jeden Spieler ¢

» Nutzen oder Utility von Spieler i ist v;(a) — m;. Nutzen ist quasi-linear.
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Beispiel: Sealed-Bid Auktion

Ein einzelner Gegenstand wird an einen Bieter verkauft.

Bieter‘1‘2‘3‘4‘5
Wert ‘9‘1‘20‘11‘14

Bieter teilen ihren Wert am Anfang mit durch ein “versiegeltes” Gebot.
Ergebniswahl: Gewinner ist Teilnehmer mit héchstem Gebot.
Zahlungen: Bestimme Zahlungen fiir ehrliches Verhalten

» Keine Zahlungen: Bieter versuchen unbeschrinkt hohe Gebote abzugeben.

» Zahlung = Gebot: Bieter mit hochstem Wert versucht, das zweithdchste
Gebot zu erraten und ein wenig hoher zu bieten.
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Vickreys Zweitpreis-Auktion

Zahlung des Siegers ist das zweithdchste Gebot.

Wert 9 (1|20 | 11| 14

Zahlung | 0 | 0 |14 | O 0

Nutzen 0|0} 6 0 0

Ein Mechanismus heiRt anreizkompatibel wenn fiir jeden Bieter i und alle Gebote
anderer Bieter eine ehrliche Offenlegung immer maximalen Nutzen fiir ¢ liefert.

Proposition

Die Vickrey-Auction ist anreizkompatibel.
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Beispiel
Wert ?7 120 ?
Gebot 11 | x 14
Zahlung 14
Nutzen 6

Fall 1: ¢ gewinnt mit ehrlichem Gebot z = 20, dann hat er fiir alle x > 14 Nutzen

6; fiir z < 14 Nutzen 0.

Wert 7120 ?
Gebot 11 | x 24
Zahlung 0
Nutzen 0

Fall 2: ¢ verliert mit ehrlichem Gebot = = 20, dann hat er fiir alle x < 24 Nutzen

0; fir z > 24 Nutzen —4.
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Definitionen

Mechanismen mit direkter Offenlegung
» Notation: V=Vi x...xV,undv eV
v = (v1,...,0n), v; ist Typ von Bieter i
Bieter “bietet”: Teilt einen Typ an den Mechanismus mit

Ergebnisfunktion f : V' — A, Zahlungsfunktionen p1,...,pn

vvyYyy

pi : V — R gibt die Zahlungen an, die Bieter i leisten muss.

Anreizkompatibilitat (engl: incentive compatibility (1C))

» Betrachte jeden Bieter i, jede Bewertung v € V, und jede alternative
Bewertung v, € V;.

> Wir schreiben fiir die Ergebnisse a = f(v;,v_;) und b = f(v,v_;)

» Mechanismus (f,p1,...,pn) ist anreizkompatibel wenn der Nutzen

vi(a) = pi(vi, v-1) > vi(b) — pi(v,v-s)
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Sealed-Bid Auktion

Bieter‘1‘2‘3‘4‘5
Wert ‘9‘1‘20‘11‘14

> Ergebnisse A = {1,2,3,4,5}, wobei i bedeutet “i gewinnt"

Ergebnis | 1 |2 [ 3|45
vl 9lofofo]o
Vs o|1]{o0]o0|oO
etc.

» Ergebniswahl: f(v) = arg max;{v; (%)}

» Zahlungen: p;(v) = 0 wenn f(v) # 1,
sonst p;(v) = max;-; v;(j).
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VCG Mechanismus

Definition
Ein Vickrey-Clarke-Groves (VCG) Mechanismus ist gegeben durch
> f(v) € argmaxaca y_, vi(a); und
» es gilt fiir jedes v € V und jeden Bieter ¢
pi(v) = hi(v—i) = > v (f(v)) ,
J#i
mit A1, ..., hy, beliebigen Funktionen h; : V_; — R.

Beobachtungen:

> VCG Mechanismus wahlt ein Ergebnis a, das den sozialen Nutzen >~ v;(a)
maximiert

» h; hdngt nicht vom eigenen “Gebot” v; ab
» Nutzen von Bieter i bei f(v) = a betragt:

vi(a) — pi(v) = Z'Uj (a) — hi(v=s)
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VCG ist IC

Satz
Jeder VCG-Mechanismus ist anreizkompatibel.

Beweis:
> Fiir Bewertungen v, sei v} # v; eine “Liige” fiir Bieter 4
Sei a = f(v) und b= f(vi,v_;)
Nutzen von i wenn er v; mitteilt:  vi(a) +3_,; vi(a) — hi(v—i)
Nutzen von i wenn er v; mitteilt:  v;(b) + >, v;(b) — hi(v—s)
Nutzen wird maximiert wenn Ergebnis sozialen Nutzen . v;(z) maximiert.

VCG Mechanismus maximiert sozialen Nutzen, >, v;(a) > > v;(b).

vV vvyVvVvyVvyy

Wenn Bieter i v] mitteilt, dann wihlt VCG b. b gibt optimalen sozialen
Nutzen wenn ¢ liigt, aber evtl. suboptimalen echten Nutzen.

v

VCG passt die Anreize der Bieter an den sozialen Nutzen an. O
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Eigenschaften der Zahlungen

Definition

» Ein Mechanismus ist (ex-post) individuell rational wenn die Bieter immer
nicht-negativen Nutzen erhalten. Fiir alle v € V' und jeden Bieer i gilt

vi(f(v)) = pi(v) 2 0.

» Ein Mechanismus macht keine positiven Transfers wenn kein Bieter jemals
Geld ausgezahlt bekommt. Fiir alle v € V' und jeden Bieter ¢ gilt p;(v) > 0.

Definition (Clarke-Regel)
Die Funktion hi(v—i) = maxsea D, v;j(b) heift Clarke-Pivot-Regel.
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Clarke Regel

Mit der Clarke-Regel ergeben sich die Zahlungen von Bieter i als

) = max S 0y 0) - 3 0, ()
J#i J#i
Die Zahlung ist der “Gesamtschaden”, den alle anderen Bieter in ihren Bewertungen

des Ergebnisses erfahren durch die Anwesenheit von i. Jeder Bieter internalisiert
die Externalititen.

Lemma
Ein VCG Mechanismus mit Clarke-Regel macht keine positiven Transfers. Wenn

vi(a) > 0 fiir alle v; € V; und a € A, dann ist der Mechanismus individuell
rational.
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Clarke Regel

Beweis:
> Seien a = f(v) und b = argmaxarea Y, ., vj(a)
» Keine positiven Transfers (per Definition)
> vi(b) = > v(a) >0
J#i J#i
» Individuell rational:

vi(a) + > wvi(a) =Y v(b) > Zvj(a) - Zva’(b) >0

i i
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Beispiel: Bilateraler Handel

Handel  kein Handel
Verkaufer —Vs 0

Kaufer Up 0

» Handel findet statt wenn v, > vs, kein Handel wenn vs > v

» Analysiere VCG Mechanismus — er sollte den Handel nicht subventionieren.
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Beispiel: Bilateraler Handel

Handel  kein Handel

Verkaufer —vs 0

Kaufer Vp 0

» VCG Zahlungen fiir keinen Handel:
Zahlungen Verkiufer: hs(vy) — 0, Zahlungen Kaufer: hy(vs) — 0
Keine zusitzlichen Zahlungen durch den Mechanismus, daher
hs(vb) = hb(vs) =0.

» VCG Zahlungen fiir Handel:
Zahlungen Verkaufer: hs(vy) — vy, Zahlungen Kaufer: hy(vs) + vs
Verkdufer bekommt vy, aber Kdufer zahlt nur vs < vy

» Kein balanciertes Budget: VCG Mechanismus subventionert den Handel!
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Beispiel: Riickwarts-Auktion

>
>
>
>
>

Auktionator kauft einen Service

Jeder Teilnehmer bietet den Service an und hat interne Kosten
Auktionator bezahlt die Teilnehmer

Negativer Nutzen, negative Zahlungen

Vickrey-Riickwarts-Auktion:
Gewinner ist Teilnehmer mit niedigstem Gebot
Zahlung an den Gewinner ist zweitniedrigstes Gebot

Korollar
Die Vickrey-Riickwdrts-Auktion ist anreizkompatibel.
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Vickrey-Riickwarts-Auktion ist I1C

Fall 1: Mit ehrlichem Gebot gewinnt Bieter 1.

Wert ? ? -7 ? ?

Gebot -9 |-11 | x | -17 | -14
Zahlung -9

Nutzen 2

Fall 2: Mit ehrlichem Gebot verliert Bieter 3.

Wert ? ? -12 ? ?

Gebot 9 | -11 X -17 | -24
Zahlung 0

Nutzen 0
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Beispiel: Kaufen eines Pfades im Netzwerk

Rickwarts-Auktion:

Teilnehmer sind die Kanten in einem Netzwerk. Jede Kante e hat einen privaten
Kostenwert c.. Auktionator kauft einen s-t-Pfad.

Martin Hoefer
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Beispiel: Kaufen eines Pfades im Netzwerk

» Ergebnisse sind s-t-Pfade im Graph G

» VCG wiahlt giinstigsten Pfad P* bzgl. der mitgeteilten Kantenkosten c,
also besten Pfad bzgl. der Werte v, = —ce..

» Zahlung der Kante e € P* an den Mechanismus:
he(C—e) - Zelep*’el?ge —Celt = he(c—e) + C(P* - 6)

» Wir nutzen hier he(c—.) = maxpeg—e Zeep —ce = —c¢(P*,), wobei P*,
ein kiirzester s-t-Pfad wenn G die Kante e nicht enthalten wiirde.
Diese Wahl fiir h. ist nicht exakt die Clarke-Regel (Warum?)

> Gesamte Zahlung der Kante e € P* is also ¢(P* —e) — ¢(P*,) <0, d.h.
die Kante bekommt Zahlung vom Mechanismus.

»> Kante e € P* hat Kosten 0 und erhilt keine Zahlungen.
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Sag-die-Wahrheit ist eine dominante Strategie!
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Frugalitat

VCG ist anreizkompatibel, aber evtl. extrem TEUER!

10000

Martin Hoefer i ische Spieltheorie 2018

Entwurf anreizkompatibler Mechanismen



Charakterisierung von Anreizkompatibilitat
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kterisierung

Noch mehr anreizkompatible Mechanismen?

VCG-Mechanismus ist anreizkompatibel und maximiert sozialen Nutzen f.

Welche anderen Ergebnisfunktionen f kdnnen wir implementieren, d.h. durch
Zahlungen in anreizkompatible Mechanismen verwandeln?

Gibt es noch andere Arten von anreizkompatiblen Mechanismen auBer VCG?
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Charakterisierung

Direkte Charakterisierung

Proposition
Ein Mechanismus ist anreizkompatibel genau dann wenn fiir jeden Bieter i und
Jjedes v_; gilt:

1. Die Zahlung p; hangt nicht von v; ab, sondern nur vom Ergebnis — d.h. es
gibt Preise po(v—;) € R so dass fiir jedes v; mit f(vi,v—;) = a gilt
pi(vi; v—i) = pa(v—i).

2. Der Mechanismus optimiert den Nutzen fiir jeden Bieter — d.h. fiir jedes v;
gilt f(vi,v—;) € argmax,ecar{vi(a) — pa}, wobei A" die Menge der
méglichen Ergebnisse fiir f(-,v—;).

Beweis:
Offensichtlich: Bedingungen erfiillt = Anreizkompatibel.

Algorithmische Spieltheorie 2018
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Charakterisierung

Beweis Direkte Charakterisierung

1. Zahlung p; = po hangt nicht ab von v;, nur vom Ergebnis a = f(vi,v—;).

2. Mechanismus optimiert fiir jeden Bieter.
Anreizkompatibel = Bedingungen erfiillt:

» Bedingung 1:
v; # v} ergeben gleiches Ergebnis bei festem v_;. Zahlung
pi(vi,v—;) > pi(vi,v_;), dann will Bieter i mit v; lieber liigen und v;
mitteilen.

» Bedingung 2:
Falls nicht, dann gibt es besseres Ergebnis a’ € arg max,(v;(a) — p,) und
ein v; mit ' = f(vi,v_;). Also will Bieter i lieber liigen und v}
mitteilen. O
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Charakterisierung

Affiner Maximierer

Definition

Eine Ergebnisfunktion f ist ein affiner Maximierer wenn es eine Teilmenge

A’ C A, Bietergewichte w1, ..., wn > 0 und Ergebnisgewichte c, € R fiir jedes
a € A’ gibt, so dass

flur, ... vn) € argggz};{ca + wai(a)} .

3

Proposition
Sei f ein affiner Maximierer, und sei h; eine beliebige Funktion unabhingig von
v;. Bieter i mit w; = 0 zahlt p;(v) = 0. Bieter i mit w; > 0 zahlt

pi(v) = hi(v_;) — — ijvj(a) +cCa

1
Wi \ Gz

Dann ist (f,p1,...,pn) anreizkompatibel.
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Charakterisierung

(Nur) Affine Maximierer sind anreizkompatibel

Beweis:
» Fiir w; = 0 hat 7 keinen EinfluR auf den Mechanismus.

» Mit p;, = 0 gleicher Nutzen fiir jedes Gebot von 1.

» Fiir w; > 0 sei oBdA h; = 0. Nutzen von i wenn a gewahlt wird:

> Multipliziere mit w; > 0, Ausdruck maximal wenn cq + 3, w;v;(a)
maximal.

» f affiner Maximierer, wahrer Typ ist dominante Strategie fiir . O

Satz (Roberts 1979)

Seien |A| > 3, f bildet voll auf A ab, V; = R4 fiir jeden Bieter i, und
(f,p1,-..,pn) anreizkompatibel. Dann ist f ein affiner Maximierer.
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Single-Parameter

Single-Parameter Mechanismen
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Single-Parameter
“Zeugs mal Wert"-Bewertungen

Im Single-Parameter-Fall haben die Bewertungen eine einfache Struktur.
» In Ergebnis a € A erhilt Bieter i eine Menge von “Zeugs”
> Sei z;(a) € R die Menge an “Zeugs’, die Bieter 4 in Ergebnis a erhilt

» Bewertung mit einzelnem privaten Parameter:

Wert pro Einheit Zeugs: t; € R
Bewertungsfunktion: v;(a) = t; - zi(a)

Definition

Ein Single-Parameter Bereich V; ist gegeben durch (&ffentlich bekannte)
Funktion z; : A — R und Wertebereich [t?,tﬂ. Die Menge V; enthilt alle v; so
dass fiir ein t9 < ¢; < t} gilt

vi(a) = t; - zi(a) .

Wir iiberladen die Notation: v; bezeichnet sowohl Funktion als auch Parameter.
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Single-Parameter
Beispiele

Einfache Beispiele:

>
>
>

Ein-Gut-Auktion: z;(a) € {0,1} und >, zi(a) < 1.
k identische Giiter: x;(a) € {0,1,...,k} und 3~ zi(a) < k.
s-t-Pfad: zc(a) € {0,1} und P(z) = {e | zc(a) = 1} ist s-¢-Pfad in G.

Sponsored-Search-Auktion

| 2

vVvyYvyVvyVyvyy

Eine Webseite mit Suchresultaten hat mehrere Slots fiir Werbeanzeigen
Suchmaschine versteigert diese Anzeigeslots an Werbekunden

Slot k£ hat eine bekannte Anklickrate o, > 0

Firma ¢ hat privaten Wert v; pro Klick auf ihre Anzeige

Im Ergebnis a € A werden Anzeigenslots an Firmen zugewiesen

zi(a) = ax wenn Firma 4 einen Slot k erhilt, sonst z;(a) =0

Bewertung der Firma v;(a) = v; - 2;:(a)

Gibt es anreizkompatible Mechanismen, die keine affinen Maximierer sind?
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Single-Parameter

Sponsored-Search-Auktionen

Images
Maps
Videos
News
Shopping

More

Aachen
Change location

Show search tools

Martin Hoefer

rental car

Ads

4 to rental car Why these ads?

Best Car Rental Prices - Guaranteed! Book Online Toda
www rentalcars.com/ 3,660 seller reviews.
Low Cost Rental from Rentalcars.com

Car Rental Low Cost  No Credit Card Fees

Best Price Gumamee Leading Brands

Free Amendmen 2 Million+ Customers

Car Rentals - No Bidding, No Guessing | CarRentals.com
www carrentals.com/

Discount Economy Rental Cars from $10/Day.

+ Los Angeles - Las Vegas - Orlando - Phoenix

SIXT Online Car Rental | sixt de
wiw sixt de/Car_Rental
Aktuelle Modelle aller Klassen & keine KM-Begrenzung ab 23 €/Tag!

+ Mercedes Benz Roadster ab €45/Tag - Porsche Special: jetzt ab € 249/Tag

Map for rental car

ap dal 02012 GeoBasis: DERKG (62009), Gl

Enteanse Rent -A-Car - Rental Cars at Low Rates

Reserve a car rental from Enterprise Rent.A-Car at low rates. Choose from more than
6000 rental car locations at major airports and neighborhood locations.
+ Car Rental Locations in - Contact Us - Rental Cars at Everyday - Canada

Avis Car Rental - Rent A Car with Avis
wiww.avis. Co ed S

Make a car reservtion from Avis Rerit A Car carrenta. Book low rates oniine and
reserve a rental car. Worried about the environment? Choose one of our .

Hertz Rent-a-Car - Rental Car Discounts. Coupons and Great Rates

Ads - Why these ads?

Find 1005 OfCar Rentals
wiw Kay;
Don't Overpav For Vo G ok
Compare Rental Options On One Site.
124,958 peopie 1% or folow KAYAK

Rental Car Imelnauonal

Wi autoeuro Car
Discover the greatest spaxs with
Autosurope car rentals. book herel

Cheap Car Rental Germany
www.germanycarrental

Find Best Car Rental Deals Online.
Low Prices. No Taxes. Book Now.

Car Hire in ltaly Offers

Wi ciaocars. con

Great Rates! No Book or Change Fees
Book online. Pay on Arval. Easy
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Single-Parameter

Beispiel: Zweithdchstes Gebot gewinnt

Wir versteigern ein einzelnes Gut und geben es dem zweithdchsten Bieter. Gibt
es Zahlungen, mit denen der Mechanismus anreizkompatibel wird?

Betrachte einen Bieter ¢ und fixiere die anderen Gebote v_;.

Es gilt 2;(a) € {0, 1}. Direkte Charakterisierung zeigt: i zahlt immer nur p; oder
pY, je nachdem ob er zweithdchster Bieter ist oder nicht.

Sei y ein Gebot, mit dem i zweithdchster Bieter wird, und z eines mit dem er
hochster Bieter wird, mit y < z.

1 0

Wenn v; = y soll ¢ nicht z liigen, also:  y-1—p; y-0—p;.

>
Wenn v; = z soll i nicht y liigen, also:  z-0—p? > z-1—p;.

Daraus folgt y > z, ein Widerspruch.
Es gibt keine Zahlungen, so dass der Mechanismus anreizkompatibel wird. Die

Ergebnisfunktion ist nicht monoton — ein hdheres Gebot kann die Menge an
erhaltenem Zeugs verringern.
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Single-Parameter
Monotonie

Definition
Eine Ergebnisfunktion f fiir Single-Parameter Bereiche V1, ..., V,, ist monoton
in v; wenn fiir jedes v_; und jedes v} € V; mit v} > v; gilt

zi(f(vi,v-)) > @i(f(vi,v-4)) -

Normalisierter Mechanismus: Beim kleinsten Gebot t? bekommt Bieter i nie
Zeugs und zahlt nichts, d.h. z;(t2,v_;) = 0 und p;(t?,v_;) = 0 fiir alle v_;.
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Single-Parameter
Charakterisierung

Satz (Myersons Lemma)

Ein normalisierter Mechanismus (f,p1,...,pn) fiir Single-Parameter Bereiche ist
anreizkompatibel genau dann wenn die folgenden Bedingungen gelten:

» Die Ergebnisfunktion f ist monoton in jedem v;

» Die Zahlungen sind gegeben durch

Ui

pi(vi,v_i) = vi - 2i(f(0)) - / wi(f(t o)t

0
ti

Beweis:

Fixiere v_;. Seien y < z zwei mogliche private Werte von i. Wir schreiben
Ay = f(yav*i) und a. = f(Z,Ufi).

Martin Hoefer
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Single-Parameter
Beweis Myersons Lemma

Anreizkompatibel bedeutet:

y-wiay) —pilay) 2y - wi(a:) — pi(a:) (1)
und
z-xi(a:) — pi(a=) 2 z- wi(ay) — pi(ay) (2)
Summiere (1) und (2) und stelle um:
2+ (ziaz) — zi(ay)) > y - (zi(az) — zi(ay))
Da z >y, folgt z;(a.) > z;(ay), also f monoton ist notwendig.

Ist f monoton auch hinreichend? Wenn f monoton, dann miissen die Zahlungen

zumindest genau wie in der Formel sein — wir beweisen das nur im Spezialfall fiir
zi(a) € N,
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Sei z; monoton und z;(a) € {0,1,2,...,k}, eine Treppenfunktion. x; springt
bei z1 <20 <...<zpum ki, ko,..., ke, wobei Zf.:lk]- <k.

4 —
3 —
2<
1 A —
0 . .
z1 22 23
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Single-Parameter
Beweis Myersons Lemma

(1) und (2) liefern
z-(zi(az) —mi(ay)) = pilaz) —pilay) = y-(wia:) —zi(ay))

Also ist p;(a.) = pi(ay) wenn x;(a.) = x;(ay). Sei z = z; und y = z; — ¢, dann
zeigt € — 0, dass p; bei z; um z;k; springt. Damit

z

pi(az) = Z zik; = z-mi(az)—/t xi(ay)dt .

. 0
jizj<z i
4 —
3 ——
2 4
1 —
z1k1
0 T T
zZ1 22 z zZ3
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Single-Parameter
Beweis Myersons Lemma

(1) und (2) liefern
z (mi(az) - mi(ay)) > pi(%) _pi(ay) >y (l’i(az) - xi(ay))

Also ist p;(a.) = pi(ay) wenn x;(a.) = x;(ay). Sei z = z; und y = z; — ¢, dann
zeigt € — 0, dass p; bei z; um z;k; springt. Damit

z

pi(az) = Z zik; = z-mi(az)—/t xi(ay)dt .

0

jizj<z i
4 —
3 —
2

z1k1 + z2k2

14 R
0 : :

z1 z2 z zZ3
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Single-Parameter
Beweis Myersons Lemma

(1) und (2) liefern

z-(zi(az) —zilay)) = pilaz) —pilay) = y-(@i(az) —zi(ay))
Also ist p;(az) = pi(ay) wenn z;(a.) = xi(ay). Sei z = z; und y = z; — ¢, dann
zeigt € — 0, dass p; bei z; um z;k; springt. Damit
pi(az) = Z zik; = z-zi(az) —/ xi(ay)dt .
t

) 0
jizj<z i

pi(z,v—i) = pi(az)

21 22 z Z3
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Single-Parameter
Beweis Myersons Lemma

(1) und (2) liefern
z (mi(az) - mi(ay)) > pi(%) _pi(ay) >y (l’i(az) - xi(ay))

Also ist p;(a.) = pi(ay) wenn x;(a.) = x;(ay). Sei z = z; und y = z; — ¢, dann
zeigt € — 0, dass p; bei z; um z;k; springt. Damit

z

pi(az) = Z zik; = z-mi(az)—/t xi(ay)dt .

0
jizj<z i
4 —
3 —
21 z-zi(az)
1 —
0 : :
21 22 z Z3

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018

Entwurf anreizkompatibler Mechanismen



Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

(1) und (2) liefern
z-(zi(az) —mi(ay)) = pilaz) —pilay) = y-(wia:) —zi(ay))

Also ist p;(a.) = pi(ay) wenn x;(a.) = x;(ay). Sei z = z; und y = z; — ¢, dann
zeigt € — 0, dass p; bei z; um z;k; springt. Damit

pi(az) = Z zik; = z-mi(az)—/tzxi(at)dt .

. 0
jizj<z i
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Bewertung bei wahrem Gebot:

4 —
31 ——
2 A
1 —
0 . . .
z1 22 vi 23
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Zahlung bei wahrem Gebot:

4 —
3 1 —
2 A
1 —
0 . . .
z1 22 vi 23
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Nutzen bei wahrem Gebot:

Martin Hoefer
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Bewertung bei Gebot 2’ > v;:

4 —
3 4 —_—
1 !
2 vi - zi(az)
1 —_—
0 _ I . .
21 22 vi 23 4
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Zahlung bei Gebot 2’ > v;:

4 4 —

3 —

2<

1 —

0 . —
z1 22 Vi 23
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Nutzen bei Gebot 2z’ > v; ist nicht besser!
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Bewertung bei Gebot 2’ < v;:

4 —
3 —
2<
1 —
0 " " ! .
z21 o 22 Vi 23
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Zahlung bei Gebot 2’ < v;:

4 —
3 —
2<
1 —
0 . . . .
z21 o 22 Vi 23
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Single-Parameter

Beweis Myersons Lemma

Das sind also die Zahlungen fiir die monotone Funktion f. Ist der Mechanismus
nun wirklich immer anreizkompatibel, d.h. ist monotones f hinreichend?

Nutzen bei Gebot 2z’ < v; ist nicht besser!

4 A —

3 —

2<

1.

L
21y 22 Vi Z3
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Single-Parameter

Beispiel: Kaufen eines Pfades im Netzwerk (Teil 2)

Riickwartsauktion und Min-Max-Pfade:

Teilnehmer sind die Kanten in einem Netzwerk. Jede Kante e hat einen privaten
Kostenwert c.. Auktionator kauft einen s-t-Pfad.

Der gekaufte Pfad P* soll den maximalen Kostenwert einer Kante minimieren.

Martin Hoefer
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Single-Parameter

Min-Max ist monoton!

Verringert e sein Gebot, kann er nur in P* kommen oder bleiben. Monotones
z;(f(vi,v—s)) € {0,1}, hdchstens ein Treppenschritt. Anreizkompatibel:

e € P* erhilt keine Zahlung.
e € P* erhilt maximale Kantenkosten auf Min-Max-Pfad in G — {e}

Martin Hoefer
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Revelationsprinzip
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Revelationsprinzip

Mechanismen mit Kommunikation

Alle bisherigen Resultate betreffen Mechanismen mit direkter Offenlegung.

Kann man mit komplizierterer Kommunikation noch grundsatzlich andere Me-
chanismen entwerfen?

Zum Beispiel kdnnte ein Mechanismus in & Runden nacheinander jedem Bieter be-
stimmte Ja/Nein-Fragen stellen, und die Bieter miissten darauf reagieren. Oder ein
Mechanismus wiirde in jeder Runde zwei Ergebnisse prasentieren und jeden Bieter
fragen, welches Ergebnis er besser findet. Oder ein anderes Interaktionsprotokoll
wird umgesetzt, oder...

Fiir allgemeine Kommunikation zwischen Mechanismus und Bieter ¢ nehmen wir
an, es gibt fiir jeden Bieter i eine Menge X; von moglichen Aktionen, wobei jedes
z; € X, eine Kollektion von Antworten darstellt, die Bieter i auf die Fragen des
Mechanismus iibermitteln kann.
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Revelationsprinzip
Allgemeine Mechanismen mit Aktionsraum

Allgemeiner Mechanismus mit Aktionsraum:
» Aktionsraum X; fiir Bieter 7. Sei X = X1 X ... X X,.

» Eine Strategie s; : V; — X bildet die private Bewertung des Bieters v; € V;
ab auf eine Aktion.

Jeder Bieter i wihlt eine Strategie s; und damit eine Aktion x; = s;(v;).
Ergebnisfunktion g : X — A bildet gew3hlte Aktionen auf Ergebnis ab
Zahlungen p; : X — R abhingig von den gewahlten Aktionen

vvyyy

Quasi-linearer Nutzen: u;(z) = vi(g(x)) — pi(x)

Bei direkter Offenlegung gilt X; = V;. Hier teilt ein Bieter mit seiner Strategie
direkt seine (evtl. gelogene) Bewertung mit. Allgemein sind die Antworten X;
aber nicht unbedingt identisch mit den Bewertungen V;. Mit der Strategie legt der
Bieter fiir jede mogliche Bewertung fest, welche Antworten er dem Mechanismus
gibt.
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Revelationsprinzip
Revelationsprinzip

Sei nun Strategieprofil s(v) = (s1,...,5sn) ein Gleichgewicht s in dominanten
Strategien im allgemeinen Mechanismus. Sei f(v) = g(s(v)). Wir sagen der
Mechanismus implementiert die Ergebnisfunktion f in dominanten Strategien.

Bei anreizkompatiblen Mechanismen mit direkter Offenlegung ist Sag-die-Wahrheit
fiir jeden Bieter eine dominante Strategie. Formal gibt es in solchen Mechanismen
also ein Gleichgewicht s in dominanten Strategien mit s;(v;) = v; fiir alle v; € V;
und alle Bieter 7.

Das Revelationsprinzip sagt, dass man durch komplizierte Kommunikation kei-
ne grundsitzlich anderen Mechanismen mit dominanten Strategien erzeugen
kann. Wir kénnen uns also weiterhin auf Mechanismen mit direkter Offenlegung
konzentrieren.
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Revelationsprinzip
Revelationsprinzip

Proposition (Revelationsprinzip)

Es gibt einen allgemeinen Mechanismus M, der f in dominanten Strategien
implementiert.
<~
Es gibt einen anreizkompatiblen Mechanismus M’ mit direkter Offenlegung und
Ergebnisfunktion f.

Beweis:
g(s(v)) = f(v)
v1 ! s1(v1)
M p1(s(v))
Un " sn(vn) Pns(v))
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Revelationsprinzip
Revelationsprinzip

Proposition (Revelationsprinzip)

Es gibt einen allgemeinen Mechanismus M, der f in dominanten Strategien
implementiert.
=
Es gibt einen anreizkompatiblen Mechanismus M’ mit direkter Offenlegung und
Ergebnisfunktion f.

Beweis:
: g(s() = fv) M’
v1 s1(v1)
M p1(s(v))
Un n Sn(Un) pns(”))
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Mechanismen mit Approximationalgorithmen
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Approximation
Rucksackauktion

Aus Myersons Lemma folgt, dass sich der Entwurf von anreizkompatiblen Me-
chanismen auf den Entwurf von monotonen Ergebnisfunktionen reduziert. Dabei
treten aber Probleme mit der Komplexitat auf.

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Rucksackauktion:

Ein TV-Sender mochte eine Werbepause von G Sekunden mit Spots fiillen. Es

gibt eine Menge I von n Firmen, die einen Spot senden wollen. Jede Firma i € T
> liefert Werbespot mit Linge g; < G Sekunden (g; 6ffentlich bekannt).

> hat Bewertung v; > 0 wenn ihr Spot gesendet wird (v; private Information)
und Bewertung 0 sonst.

Die Rucksackauktion ist offensichtlich ein Single-Parameter Bereich. Betrachten
wir zuerst den VCG-Mechanismus.
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Approximation

VCG Mechanismus fiir die Rucksackauktion

VCG Mechanismus
» Frage Bewertungen v; von allen Firmen i € I ab

» Wahle Teilmenge S C I von Spots, die den sozialen Nutzen maximiert:

f(v) = argmax {Zv 1> g < G}

i€S i€S

» Zahlungen p;(v) wie in Myersons Lemma

VCG muss optimale Lésungen fiir Instanzen des Rucksackproblems berechnen.
Aber das Rucksackproblem ist NP-hart. Damit ergibt sich ein Zielkonflikt zwischen
drei wiinschenswerten Eigenschaften des Mechanismus:

(1) anreizkompatibel

(2) maximiert sozialen Nutzen

(3) berechenbar in polynomieller Zeit
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Approximation

Komplexitat von anreizkompatiblen Mechanismen

Der Konflikt besteht zwischen Eigenschaften (2) und (3). Die Problematik wird
im Bereich der Approximationsalgorithmen seit Jahrzehnten erforscht. Wenn wir
diese Algorithmen benutzen, schwichen wir Eigenschaft (2) ab zu

(1) anreizkompatibel

(2') approximiert sozialen Nutzen méglichst gut

(3) berechenbar in polynomieller Zeit

Wir kdnnen aber nicht irgendwelche Approximationsalgorithmen anwenden. Da
wir (1) einhalten wollen, miissen auch Zahlungen existieren, die einen anreizkom-
patiblen Mechanismus ergeben. Im Single-Parameter Bereich miissen wir also
moglichst gute monotone Approximationsalgorithmen entwerfen.

Eine zentrale Frage im Algorithmischen Mechanismusentwurf: Wieviel muss man
durch die zusdtzliche Forderung der Anreizkompatibilitdt an sozialem Nutzen
verlieren?
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Approximation
Approximationsalgorithmen und Mechanism Design

Wie gut sind anreizkompatible Approximationsalgorithmen im Vergleich zu
beliebigen Approximationsalgorithmen?
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Approximation
Approximationsfaktor

» Wir bezeichnen eine optimale Teilmenge von Spots mit S™*.

» c-Approximationsalgorithmus: Liefert eine Teilmenge T' C I mit
1
Se o= Ly
€T i€S*

» Eine einfache n-Approximation:
Wihle nur einen einzigen Spot mit maximaler Bewertung. Anreizkompatibel
ist trivial — wir behandeln die gesamte Werbepause wie ein einzelnes Gut
(also eine Vickrey-Zweitpreisauktion)

Das geht doch besser! In “Theoretische Informatik 1" haben wir dereinst bewiesen:

Satz
Das Rucksackproblem hat ein volles Approximationsschema, d.h. fiir jedes € > 0
kénnen wir eine (1 + €)-approximative Lésung berechnen in Zeit O(n® /).

Leider kann man fiir diesen Algorithmus zeigen: Er ist nicht monoton, siehe unten.
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Approximation

Greedy-Algorithmus fiir die Rucksackauktion

INPUT: (gs,v;) fiir jede Firma ¢ €
OUTPUT: Menge S von gewahlten Spots.

1. Sortiere Firmen: "
=>...>=
g1 gn

2. Setze S’ < () und j < 1, sei Umax = max; v,
3. While (gj + Zkes’ gk) < G do:
4, S« S U{j} und j+j+1
5. If Umax > Zkes’ v then S < argmax;v;; else S <+ S’
Satz
Der Greedy-Algorithmus ist 2-approximativ und monoton. Es gibt fiir die

Rucksackauktion einen anreizkompatiblen Mechanismus, der mindestens die
Halfte des optimalen sozialen Nutzens garantiert.

Martin Hoefer
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Approximation
Beispiele

Sei die Gesamtlange der Werbepause G = 100 Sekunden.

Firma \ 1 2 3 4 5
45 20 45 40 50
15 25 60 50 90

(%

gi
Nach Sortierung in Schritt 1 ergibt sich die Reihenfolge der Firmen als (1,4,2,3,5):
45/15 > 40/50 = 20/25 > 45/60 > 50,/90.
In der Schleife in Schritten 2-4 ergibt sich S’ = {1,4, 2}.

In Schritt 5 gilt
50 = vmax < »_ v; = 105.
jes’
Also ist das Ergebnis S = {1, 4,2} mit Wert 105.

Optimum: S* = {1, 2,3} mit Wert 110.
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Approximation
Beispiele

Sei die Gesamtlange der Werbepause G = 100 Sekunden.

Firma \ 1 2 3 4 5
45 20 45 40 260
15 25 60 50 90

Vi

i
Nach Sortierung in Schritt 1 ergibt sich die Reihenfolge der Firmen als (1,5,4,2,3):
45/15 > 260/90 > 40/50 = 20/25 > 45/60.
In der Schleife in Schritten 2-4 ergibt sich S’ = {1}.

In Schritt 5 gilt
260 = Ymax > Z v; = 45.
jes’
Also ist das Ergebnis S = {5} mit Wert 260.

Optimum: S™ = {5} mit Wert 260.
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Approximation
2-Approximation

Beweis:
Man kann direkt beobachten, dass der Greedy-Algorithmus monoton ist (Ubung).

Zur Beschrdkung des Approximationsfaktors nutzen wir die fraktionale Relaxierung,
bei der wir von jedem Spot ¢ einen beliebigen Bruchteil z; € [0, 1] senden kdnnen.

Fiir die fraktionale Relaxierung optimieren wir also:

frrak(v) = arg max {Zx v szgz < G}

Die fraktionale Relaxierung hat eine Obermenge an Ldsungen, daher gilt fiir die
optimale fraktionale Losung x*, dass sie nur besser sein kann:
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Approximation
2-Approximation

Wir versuchen in z* fiir jede Sekunde der Werbepause moglichst viel Wert pro
Sekunde rauszuholen. Seien die Spots nummeriert nach ihrem Wert pro Sekunde
vi/g1 > ... > vn/gn. Wir wahlen so viele Sekunden wie mdglich von Spot 1,
dann soviele wie mdglich von Spot 2 usw. bis G' Sekunden gewahlt sind.

Genau das macht auch der Greedy-Algorithmus in Schritt 2-4! Wenn Greedy
abbricht, kann die fraktionale Lésung allerdings noch einen Bruchteil des nichsten
Spots 5’ in der Reihenfolge dazunehmen:

E Tiv;g = E 1ok + vy
iel kes’

Also ergibt sich fiir den Approximationsfaktor

ZkES* Uk _ Zkes* Uk ZkGS’ Uk + 1';/1}3'/
2 kes Uk max {Umasx, Y pes Uk} MAX {Vmax; D pcgr Uk}
ZkES/ Vk + Umax

IN

2
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Approximation
Zahlungen

Jede Firma bekommt hier nur eine bindre Menge an Zeugs — im Ergebnis a € A
wird Spot i gesendet (z;(a) = 1) oder nicht (z;(a) = 0). Jeder anreizkompatible
Mechanismus liefert eine monotone, binidre Schrittfunktion ;. Der Wert, bei dem
x; von 0 auf 1 springt, heilt kritischer Wert ¢;(v—_;). Natiirlich hdngt er von den
Geboten v_; der anderen Firmen ab.

Ci

Fiir einen normalisierten Mechanismus gilt p;(v) = 0 wenn Spot 7 nicht gezeigt
wird. Sonst ergibt Myersons Lemma p;(v) = ¢;(v—;) - 1, d.h. i zahlt (bei festen
Geboten der anderen Firmen) den Wert des kleinsten Gebots, das die Ausstrahlung
des Spots garantiert.
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Approximation
Zahlungen

Jede Firma bekommt hier nur eine bindre Menge an Zeugs — im Ergebnis a € A
wird Spot i gesendet (z;(a) = 1) oder nicht (z;(a) = 0). Jeder anreizkompatible
Mechanismus liefert eine monotone, binidre Schrittfunktion ;. Der Wert, bei dem
x; von 0 auf 1 springt, heilt kritischer Wert ¢;(v—_;). Natiirlich hdngt er von den
Geboten v_; der anderen Firmen ab.

Ci-l

T

C; Vg

Fiir einen normalisierten Mechanismus gilt p;(v) = 0 wenn Spot 7 nicht gezeigt
wird. Sonst ergibt Myersons Lemma p;(v) = ¢;(v—;) - 1, d.h. i zahlt (bei festen
Geboten der anderen Firmen) den Wert des kleinsten Gebots, das die Ausstrahlung
des Spots garantiert.
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Approximation
Volles Approximationsschema

Betrachten wir nun nochmal das volle Approximationsschema fiir das Rucksack-
problem.

INPUT: (gs,v;) fiir jede Firma ¢ € I und ¢ > 0
OUTPUT: Menge S von gewahlten Spots.

. Sei Umax = Max; v; und § = € * Umax /N
. Runde alle Bewertungen auf ganze Zahlen: v; = |v;/s]
Lose das Problem mit Werten v; optimal mit dyn. Prog.

. Sei S’ die optimale Lésung fiir gerundete Bewertungen
. Setze S+ 9.

A W N

Die dynamische Programmierung in Schritt 3 l3uft in Zeit O(n? - max; v}). Durch

Runden gilt v; € {0,1,...,|n/e]}, also l3uft der Algorithmus fiir konstantes
€ > 0 in polynomieller Zeit O(n?/e).
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Approximation

Monotones Approximationsschema

Das Schema ist nicht monoton, weil s von vmax abhangt. Wenn wir dagegen
in Schritt 1 die Granularitdt auf eine Konstante s = § > 0 unabhingig von
v1,. ..,V setzen, dann ist das Schema monoton (Ubung).

Fiir welchen festen Wert § kann man ohne Wissen iiber die Bewertungen immer
eine (1 + ¢)-Approximation garantieren? Fiir gar keinen.

Deswegen rufen wir das Schema fiir unendliche viele konstante Werte fiir § auf.
Dann wahlen wir die beste Losung aus allen diesen Aufrufen.

Das Schema ist bei jedem Aufruf monoton in v;. Der soziale Nutzen ist monoton
in v;. Deswegen ist auch die beste L3sung aus allen Aufrufen monoton in v;.
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Approximation
Unendliches Schema

INPUT: (g;,v;) fiir jede Firma ¢ € I und ¢ > 0
OUTPUT: Menge S von gewahlten Spots.

1. For all k=...,—2,-1,0,1,2,... do:

2. sei s(k)=¢-2"/n

3.  Runde Bewertungen: v;(k) = min{s(k)- |v:/s(k)], 2"}

4. Lése das Problem mit Werten v;(k) optimal mit dyn. Prog.
5. Sei S(k) die optimale Ldsung fiir gerundete Bewertungen
6

. Setze S ¢« argmaxs(k) Y ;e sk Vi(k)
(Tie-breaking bzgl. kleinerem k)
Sei k" = [logy(vmax)]. Dann ist
€ Vmax/n < s(kY) < €-2: Umax/n.

Also ist S}« (und somit auch S) hdchstens eine (1 + 2¢)-Approximation.
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Approximation

Endliches Approximationsschema

Man kann zeigen, dass das unendliche Schema nur fiir relativ wenige Werte
ke {k* — [logyn] —2,...,k"} aufgerufen werden muss. Fiir andere Werte von
k konnen sich keine besseren Lésungen ergeben.

Damit brauchen wird also nicht unendliche viele Aufrufe sondern nur hochstens
log, (n)+4 viele fiir den passenden Wertebereich von k. Der passende Wertebereich
hdngt von £* und damit von v1,...,v, ab. Das bedeutet aber nicht, dass wir &
auf diesen Bereich einschrinken — es besagt nur, dass die optimalen Lsungen
tiber alle, unendlich viele konstante Werte von k in diesem Bereich gefunden
werden. Damit sind die Monotonie-Argumente fiir feste Werte von k weiterhin

gliltig.

In jedem Aufruf benétigt die dynamische Programmierung eine Laufzeit O(n? -
max; v;(k)/s(k)). Fir den kleinsten betrachteten Wert k* — [log, n] — 2 ergibt
sich die kleinste Granularitit und die groBte Laufzeitschranke.
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Approximation
Endliches Approximationsschema

Es gilt

max vi (k™ — [logyn| — 2)
B sk~ Tlogy ] — 2)

< VUmax < n -2~
= | g.2k*—[logy "—‘*2/1’7/ — | g.2k*—logy(n)-3
8n*/e]

Damit hat die dynamische Programmierung in jedem der O(logn) Aufrufe eine
Laufzeit von héchstens O(n*/e).

IN

Satz

Es gibt ein monotones volles Approximationsschema fiir das Rucksackproblem
mit Laufzeit O(n*logn/¢). Fiir die Rucksackauktion gibt es anreizkompatible
Mechanismen, die fiir jedes feste € > 0 mindestens einen 1/(1 + ¢)-Anteil des
optimalen sozialen Nutzens garantieren.
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Charakt s o Ertragsmaximierung

Ertragsmaximierung im Single-Parameter Bereich
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Ertragsmaximierung

Bisher war Geld nur Mittel zum Zweck, um den Mechanismus anreizkompatibel
zu machen. Hier betrachten wir Geld als Zielfunktion des Mechanismus.

Ein-Gut-Auktion mit einem Bieter
Anreizkompatible Mechanismen sind Fixpreis-Mechanismen:

> Wihle Preis p > 0 (evtl. zuféllig) unabhingig vom Gebot.
» Verkaufe das Gut wenn Gebot v; > p.

Maximiere sozialen Nutzen: p = 0.
Maximiere Ertrag: 77

Fiir Ertragsmaximierung brauchen wir (zumindest teilweise) Informationen iiber
die moéglichen Bewertungen der Bieter. Ansonsten kann der erzielte Ertrag beliebig
niedriger sein als der optimale Ertrag.
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Average-Case und Verteilungen iiber Bewertungen

» Single-Parameter Bereich fiir jeden Bieter ¢

» Verteilung V; fiir den privaten Parameter, v; ~ V;
» Verteilungsvektor V = (V1,...,Vy)

» Privater Wert von Bieter i wird unabhingig aus den V; gezogen: Bieter 4
hat immer gleiche Verteilung von v;, egal was die anderen Bieter an Wert
bekommen.

» Mechanismus basiert auf Verteilungen, ist aber immer anreizkompatibel:
Sag-die-Wahrheit ist dominante Strategie fiir jeden Bieter 3, fiir jeden
mdoglichen Wert v;, und fiir alle méglichen Werte v_;

> Bieter kennt Verteilungen nicht (bzw. sein Wissen dariiber dndert nichts
daran, dass er immer die Wahrheit sagen will)

» Verteilungen wichtig nur fiir Entwurf und Analyse des Mechanismus, nicht
fiir das strategische Verhalten der Bieter.
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Verteilungen

Die Verteilungsfunktion Fj(z) fiir Verteilung V; ist F;(z) = Pry,~v,; [vi < z].
Sie hat die Dichte fi(x) und es gilt F;(z) = [*__ fi(z)dx.

Beispiel Ein-Gut-Auktion mit einem Bieter:
Mit Preis p ergibt sich Ertrag p- (1 — Fi(p)). Sei z.B. V; uniform auf [0, 1], dann
Fi(z) = « fir € [0, 1]. Optimaler Ertrag 1/4 fiir p = 1/2.

Definition
Ein optimaler Mechanismus ist ein anreizkompatibler Mechanismus
(f,p1,...,pn), der den erwarteten Ertrag maximiert

Eyy [Zpi(v)]

Anstatt die Zahlungen direkt anzuschauen, betrachten wir erst einen etwas anderen
Wert.
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Virtuelle Werte

Definition
Fiir Bieter 7, sei v; der Wert, F; seine Verteilungsfunktion und f; die Dichte der
Verteilung. Dann ist der virtuelle Wert von Bieter ¢

o _ U,_l_F(vi)
S

Es gilt immer v; > ¢(v;). Es kann passieren, dass v; > 0 und ¢;(v;) < 0.

Intuition: Wir méchten v; als Preis setzen, missen aber (1 — F(v;)/ fi(v;) fur
die ehrliche Information “bezahlen”.

Beispiel mit uniformer Verteilung auf [0,1]:
» F(z) =z und f(z) =1 firz € [0,1].
» Damit: p(v;) =vi — (1 —v;)/1 =20; — 1
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Virtuelle Werte und Zahlungen

Fiir jeden Bieter sind die erwarteten Zahlungen gleich dem erwarteten virtuellen
Wert.

Lemma
Sei (f,p1,...,pn) ein anreizkompatibler Mechanismus in einem

Single-Parameter Bereich und sei V; die Verteilung von Bieter i. Dann gilt fiir
jeden Bieter i und jedes v_;

Eo;nv; [pi(vi,v—i)] = Eonv,[@i(vi) - @i (f(vi,v-i))] -

Wir beweisen das Lemma am Ende.

Fiir die Gesamtzahlung betrachten wir den virtuellen Nutzen >, i (vs) - 24 (f(v)).

Algorithmische Spieltheorie 2018
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Erwartete Zahlungen sind virtueller Nutzen

Aus dem Lemma folgt das zentrale Resultat: Die erwarteten Zahlungen sind gleich
dem erwarteten virtuellen Nutzen.

Satz

Sei (f,p1,...,pn) ein anreizkompatibler Mechanismus in einem
Single-Parameter Bereich und sei V der Vektor der Verteilungen. Dann gilt:

Epoy Zpi(u) = E,ov Zw(vi)-m(f(v))

Daher kénnen wir uns beim Maximieren vom Ertrag auf die Optimierung des virtu-
ellen Nutzens konzentrieren. Das ist in vielen Féllen sehr dhnlich zur Optimierung
des sozialen Nutzens.

Martin Hoefer
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Beweis

Beweis (Satz):
Wir nehmen die Aussage des Lemmas und nutzen den Erwartungswert iiber v_;:

Evov[pi(v)] = Eo_;ov_ Boov, [pi(vi,v-4)]
Ev i~V E’U;NV [SD’L(DZ) ( (’U“'U ))]
Evev|pi(vi) - s (f(v))] -

Mit der Linearitat des Erwartungswertes:

Eyv [Z pi(v)} Z Eyov [pi(v)]
ZEm\/[%(vi) @i (f(v))]

2_ i) m(f(v»} . O

EUNV
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Optimale Auktion

Ein optimaler anreizkompatibler Mechanismus (maximiert die Zahlungen, daher)
maximiert also den virtuellen Nutzen!

Gilt auch umgekehrt: Ein Mechanismus, der den virtuellen Nutzen maximiert, ist
ein optimaler anreizkompatibler Mechanismus?

Ja, aber nur wenn der virtuelle Nutzen eine monotone Funktion in jedem v; ist!
Sonst ist der Mechanismus nicht anreizkompatibel. Eine hinreichende Bedingung
sind reguldre Verteilungen:

Definition

Verteilung V; heit reguldr wenn der virtuelle Wert ¢;(v;) = v; — %ﬁff)
nicht-fallend in v; ist.

Korollar

Der optimale Mechanismus mit maximalem Ertrag in Single-Parameter Bereichen
mit reguldren Verteilungen V1, ..., V, optimiert den virtuellen Nutzen der Bieter.
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Optimale Mechanismen fiir Reguldre Verteilungen

Zwei Verallgemeinerungen:

— Wir nehmen nun an, die Bieter kennen alle Verteilungen und haben Gebots-
strategien. Sie geben Gebote ab abhingig von ihrem realisierten Wert und den
Gebotsstrategien der anderen Bieter und deren (zufilligen) Werten. Ein Mecha-
nismus ist Bayes-anreizkompatibel, wenn Sag-die-Wahrheit ein Gleichgewicht
in diesem Spiel ist (ein sog. Bayes-Nash-Gleichgewicht). Auch hier gilt, dass
Maximierung des virtuellen Nutzens den optimalen Ertrag liefert. Fiir regula-
re Verteilungen ergibt dies also sogar den optimalen Bayes-anreizkompatiblen
Mechanismus.

— Fiir nicht-regulare Verteilungen ist es moglich, die virtuellen Werte monoton zu
machen (sog. Biigeln, engl: Ironing). So bekommt man den maximalen Ertrag auch
fiir nicht-reguldre Verteilungen: Durch Optimierung des (gebiigelten) virtuellen
Nutzens.
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Optimale Mechanismen sind erstaunlich einfach!

Ein-Gut-Auktion mit n Bietern und evtl. unterschiedlichen reguldren Verteilungen:

> Gut geht an Bieter mit bestem virtuellen Wert max; ¢;(v;). Was wenn
max; ¢;(v;) negativ ist? Dann wird das Gut gar nicht vergeben.

> Der Wert o; '(0) ist also ein Reservationspreis fiir Bieter i: Er muss
mindestens ein Gebot v; abgeben mit ¢;(v;) > 0, sonst kommt er fiir das
Gut gar nicht in Frage.

» Bekommt i das Gut, zahlt er das Maximum aus Reservationspreis und
zweithdchstem Gebot, wobei das “zweithchste Gebot” vom Bieter mit
zweithéchstem virtuellen Wert stammt. Dieser zweithdchste virtuelle Wert
muss in ein zweithdchstes Gebot aus Sicht von i umgerechnet werden:

max(p; " (0), ;' (max;zi ¢ (v))))-

> Beispiel alle V; gleich und uniform auf [0, 1]:
Alle Funktionen ¢;(x) = 22 — 1 sind gleich, alle Reservationspreise
©~1(0) = 1/2 sind gleich, und es gilt ;' (p;(z)) = z. Das Gut geht an
den maximalen Bieter i, wenn sein Gebot v; > ¢~ *(0) = 1/2. Dann zahlt
er max(1/2, max;; v;). Optimale Auktion ist also
Vickrey-Zweitpreisauktion mit Reservationspreisen.
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Beweis des Lemmas

Beweisidee (Lemma):
Sei a(t) = f(t,v—;) fiir feste Gebote v_;. Wir wollen zeigen:

Eo, v, i (Vi, v—3)] = Eu,ov; [0 (vi) - @i (a(vs))] .

Dafiir nutzen wir Myersons Lemma. Sei oBdA 9 = 0. Dann gilt fiir die Zahlungen

pi(vi, v_i)

vr - mi(a(vr) — /0 Y ri(alt))de
/Ovi t-x;(a(t))dt

mit partieller Integration. Wir nehmen hier an, dass x differenzierbar ist. Wenn x;
monoton und beschrankt ist, dann folgt der Beweis dhnlich, mit einigen weiteren
Argumenten und einer passenden Interpretation der Ableitung ;.
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Beweis des Lemmas

Schritt 1:
Der erwartete Ertrag von Bieter ¢ bei festen Geboten v_; ist

Eo, v, [pi(vi,v—s)] = /jopi(zav—i) fi(z)dz

/_0 [ /tzo t- ] (a(t))dt} fi(z)dz

Die erste Gleichung nutzt Unabhingigkeit der Verteilungen — dadurch hat das
feste v_; keinen EinfluB auf V;.

Schritt 2:
Jetzt miissen wir ein wenig vereinfachen. Wir vertauschen die Integrationen:

/tjo {/:t fi(z)dz] t-x;(a(t))dt

/t CU=F)- (e

¢l

/:0 { /;Ot ' fﬂé(a(t))dt] fi2)dz

was den Ausdruck klarer werden |3sst.
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Beweis des zentralen Lemmas

Schritt 3:
Wir versuchen wieder partielle Integration durchzufiihren. Wir nutzen:

o) =(1-F()t und K@) =a(alt)
Mit partieller Integration ergibt dies

1
t;

Eo,ov; [pi(vi,v-3)] = (1= Fi(t)) - t-zi(a(t))

0

—[;m<m>u—-o—tﬁo>

/:}0 <t B 1%5;”) mi(a(t)) - fi(t)dt

N wamymwm»ﬁmﬁ

=0

= Euv,[oi(0) - mia(v:))]

wie erhofft. O
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Eine Alternative

Obwohl die optimale Auktion relativ einfach aussieht, kann es schwierig werden,
sie in der Praxis umzusetzen. Selbst fiir ein einzelnes Gut brauchen wir eventuell
bis zu n verschiedene Reservationspreise und virtuelle Werte, und damit genaues
Wissen liber jede der Verteilungsfunktionen F; und Dichtefunktionen f;.

Dagegen gibt es im Fall der Ein-Gut-Auktion eine sehr viel einfachere Alternative
fiir mehr Ertrag — mehr Wettbewerb!

Das folgende Resultat betrachtet Ertrag fiir Ein-Gut-Auktionen mit gleichen
reguldren Verteilungen fiir alle Bieter. Es braucht nur einen weiteren Bieter, dann
ist der Ertrag der einfachen Vickrey Auktion schon besser als der Ertrag der
optimalen Auktion.
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Beweis

Satz (Bulow, Klemperer 1996)

Sei V eine regulire Verteilung und n € N. Seien p die Zahlungen der Vickrey
Zweitpreisauktion mit n + 1 Bietern und p* die der optimalen (fiir V) Auktion
mit n Bietern. Dann gilt

n+1

Zpi(v)] > Eyoyn [ZP?(U)}

EUan+1

Beweis:
Fiir die Analyse betrachten wir eine fiktive Auktion:

1. Simuliere die optimale n-Bieter Auktion fiir V auf Bietern 1,...,n

2. Wenn das Gut nicht zugewiesen wurde, gib es Bieter n 4+ 1 umsonst.

Offensichtliche Eigenschaften:

» Der erwartete Ertrag der fiktiven Auktion fiir n + 1 Bieter ist genau der
erwartete Ertrag der optimalen Auktion fiir n Bieter.

» Die fiktive Auktion gibt das Gut immer an einen der Bieter.

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018

Entwurf anreizkompatibler Mechanismen



Ertragsmaximieru

Beweis

Betrachte nun die optimale Auktion fiir n + 1 Bieter, die immer das Gut zuweisen
muss. Sie maxmimiert den virtuellen Nutzen (unter der Bedingung, dass das Gut
immer zugewiesen sein muss). Also gibt sie das Gut immer an den hdchsten
Bieter, selbst wenn sein virtueller Wert negativ ist.

Die Zweitpreisauktion weist das Gut immer an den Bieter mit hdchstem Wert zu.
V ist regular, also ist das auch der Bieter mit dem hochsten virtuellen Wert. Das
ist also genau die optimale Auktion, die immer das Gut zuweisen muss.

Die fiktive Auktion fiir n + 1 Bieter muss immer das Gut zuweisen und hat den
Ertrag der optimalen Auktion fiir n Bieter mit Verteilung V.

Die Vickrey Zweitpreisauktion fiir n + 1 Bieter muss immer das Gut zuweisen
und hat den besten Ertrag (bzgl. V) aller solcher Auktionen. O
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