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Online Auktionen
Online Auktionen

In vielen Anwendungen sind Kaufinteressenten nicht alle gleichzeitig in einem
Markt sondern kommen und gehen liber die Zeit. Daher betrachten wir hier
Mechanismen, um ein einzelnes Gut online an einen Bieter zu vergeben, d.h. wenn
die Bieter einzeln nacheinander kommen und gehen.

Online Ein-Gut Auktion

» In Runde i = 1,2... kommt Bieter a; und sagt seinen Wert v,, fiir das Gut

» Mechanismus entscheidet unmittelbar (ohne restliche Bieter ai41, ait2,. ..
zu kennen), ob a; das Gut bekommt oder nicht und was er bezahlen muss.

» Falls a; das Gut bekommt, kann man es ihm nicht mehr wegnehmen. Falls
er abgelehnt wird, kann er das Gut spater nicht mehr bekommen.

Im Worst-Case ohne Kenntnis iiber die Anzahl und den maximalen Wert der Bieter
ist es unmoglich, das Gut dem besten Bieter zu geben. Sogar bzgl. Approximation
des sozialen Nutzens ist jeder Mechanismus im Worst-Case extrem schlecht.
Statt Worst-Case Analyse betrachten wir daher im Folgenden zwei stochastische
Analysemodelle fiir die Ankiinfte und die Werte der Bieter.
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Sekretdre und Random Order
Random-Order Modell

Random-Order Modell

» \Werte der Bieter sind unbekannt
» Anzahl n der Bieter ist bekannt

» Bieter kommen an in uniform zufilliger Reihenfolge

Wir wollen sozialen Nutzen maximieren, d.h. das Gut dem Bieter mit hochs-
tem Wert geben. Dies ist das klassische Sekretarproblem: Finde den Bieter mit
hochstem Wert bei uniform zufilliger Ankunftsreihenfolge.

Sekretar-Algorithmus

Seir € {1,...,n} die Sample-Lange
Sample: In Runde ¢ =1,...,r sagt Bieter a; Wert v,,. Er wird abgewiesen.

Akzeptanz: In Runde i =r +1,...,n sagt Bieter a; Wert v,,. Wenn das Gut
noch nicht zugewiesen und a; der bisher hdchste Bieter ist, dann
weise a; das Gut zu.
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Sekretdre und Random Order
Wettbewerbsfaktor

In diesem und allgemeineren Szenarien bewerten wir Online-Algorithmen mit dem
Wettbewerbsfaktor:

> Sei S™ eine optimale Teilmenge von Bietern, die > _ .. v; maximiert.

ies
» Online-Algorithmus ist c-kompetitiv: Liefert Teilmenge T' von Bietern mit

]E[Zw] > %Zv

i€T ies*
c ist Wettbewerbsfaktor des Algorithmus.

» Beachte: T ist zuféllige Teilmenge. Randomisierung aufgrund von zufélliger
Reihenfolge der Bieter und evtl. interne Randomisierung des Algorithmus.

Betrachte den Algorithmus oben. Fiir r = |n/e] ist die Wahrscheinlichkeit, mit
der der Algorithmus das Gut dem hdchsten Bieter gibt, immer mindestens 1/e.
Daraus folgt:

Proposition

Der Sekretar-Algorithmus mit r = |n/e| ist e-kompetitiv.
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Sekretdre und Random Order
Anreizkompatibel

Ein Bieter soll keinen Anreiz zum Liigen haben, selbst wenn er
» alle Werte der anderen Bieter,
» die Ankunftsreihenfolge der Bieter,
» den Mechanismus zur Wahl des Ergebnisses und der Zahlungen, und
» mogliche interne Zufallsbits fiir Randomisierung im Mechanismus

kennt. Also soll der Bieter am Ende im Nachhinein und fiir jedes mégliche Ergebnis
der Randomisierungen immer noch seinen wahren Wert mitteilen wollen.

Die Mechanismen sollen also (ex-post universell) anreizkompatibel sein.

Betrachte den Sekretar-Algorithmus. Gibt es Zahlungen, so dass daraus ein
anreizkompatibler Mechanismus wird?

Dazu miisste der Algorithmus auf jedem Fall monoton sein. Daneben miissen wir
unmittelbar bei Zuweisung des Gutes die Zahlungen bestimmen, ohne die Werte
der restlichen Bieter zu kennen...
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Sekretdre und Random Order

Anreizkompatible Ein-Gut Auktion

Sei 7 = max;—1,., Vq; der maximale Wert in der Sample-Phase. Falls der
Mechanismus das Gut zuweist, dann sei a;« der Bieter, der es bekommt. Setze
Zahlungen pq,, (v) = 7 und p,, (v) = 0 fiir alle ¢ # ¢".

Proposition

Der Sekretdr-Mechanismus ist anreizkompatibel und e-kompetitiv fiir die
Ein-Gut-Auktion im Random-Order Modell.

Beweis:
Betrachte die Bieter bei fester Reihenfolge im Nachhinein.

» Kein Bieter a; mit i > i* oder ¢ < r kann den Algorithmus durch unilaterale
Anderung seines gesagten Wertes v; dazu bringen, ihm das Gut zuzuweisen.

» Fiir Bieter a; miti =7+ 1,...,7" weist der Mechanismus das Gut dem
frithesten Bieter mit Vq; > T zum Preis T zu.

Bieter a;« mit v,,, > 7 bekommt das Gut, zahlt 7 und ist zufrieden bei wahrem
Gebot. Jeder Bieter a; mit ¢ = r,...,i" — 1 hat va; < 7, bekommt und zahlt
nichts und ist zufrieden bei wahrem Gebot. O
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Sekretdre und Random Order
Matroidauktion

Bieter-Packproblem
» Menge N von n Bietern
Bieter : € N hat einen privaten Wert v; > 0

Bindre Menge von Zeugs: z;(S) = 1 wenn ¢ € S und 0 sonst.

A ergibt ein Matroid-Packproblem, d.h. das Paar (XN, A) ist ein Matroid
(mehr dazu spater).

>

> Jedes Ergebnis S € A C 2% ist eine Teilmenge von Bietern.
>

>

Beispiele:
> Ein-Gut Auktion: A={S|1>|S|]} = NU{0}
» k-Gut Auktion: A ={S |k > |S|}
» Waldauktion: Jeder Bieter ist eine Kante in einem bekannten Graphen G.

Die Auktion kann eine kreisfreie Teilmenge von Kanten/Bietern wihlen
A ={S | S ist kreisfreie Menge von Kanten in G}

> usw.
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Sekretdre und Random Order

Online-Mechanismen fiir Matroidauktionen

Online Mechanismen
» N und A sind am Anfang bekannt.
> Bieter erscheinen in zufilliger Reihenfolge, sagen bei Ankunft privaten Wert

» Online-Mechanismus entscheidet: Bieter auswahlen oder ablehnen? Wenn
ausgewahlt, was zahlt der Bieter? Wenn abgelehnt, Zahlung 0.

v

Jeder Bieter wird entschieden bevor weitere Bieter ankommen

v

Entscheidung iiber Auswahl, Ablehnung und Zahlung ist endgiiltig

Ziele fiir den Entwurf von Online-Mechanismen:
1. ex-post universell anreizkompatibel

2. approximiere sozialen Nutzen ). _. v;, moglichst kleiner Wettbewerbsfaktor

ies
3. berechenbar in polynomieller Zeit
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Sekretdre und Random Order
Waldauktion

Wir betrachten zuerst Online-Mechanismen fiir einen graphischen Matroid:
Graphischer Matroid

> Bieter sind Kanten eines zusammenhangenden Graphen G = (K, E)
Ergebnismenge A enthilt alle Walder (kreisfreie Mengen von Kanten).

Jedes S € A mit maximaler Kardinalitdt ist Spannbaum von G

>
>
» Jeder Spannbaum besteht aus k£ = |K| — 1 Kanten
>

Bieter 4 hat privaten Wert v;, wir schreiben v(S) =37, s v;

Greedy-Algorithmus von Kruskal: Berechnet optimalen Spannbaum mit maxima-
ler Gesamtbewertung

Austauscheigenschaft: Sei .S Spannbaum und S* optimaler Spannbaum. Es gibt

Paare von Bietern (a1,a}),..., (ak,a}) € S x S* sodass firalle 1 <i <k
» S;=(Su{ai,...,ai}) \{a1,...,a;} ist Spannbaum
> S* =8,

> v(Si) > v(Si-1)
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Sekretdre und Random Order
Eine logarithmische Garantie

Random-Threshold

1. Setze p;(v) < O fiir alle Bieter s € N.

2. Lehne die ersten n/2 Bieter ab, sei dies die Menge Y.

3. Wahle j € {0,1,2,...,[logk]} uniform zufillig

4. Setze Schranke 7 < max;cy vz/2j, setze S ()

5. InRundei=n/2+1,...,n:

6 Sei a; der Bieter, der in Runde 7 ankommt.

7. ifvy, >7und (SU{a;}) € Athen S <~ SU{a;} und pa,; (v) < 7.

Satz
Der Random-Threshold Mechanismus ist anreizkompatibel und
O(log k)-kompetitiv fiir Waldauktionen.
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Sekretdre und Random Order
Logarithmischer Faktor

Beweis: Die Argumente zur Anreizkompatibilitat sind sehr dhnlich zum Sekretar-
Mechanismus (Ubung). Wir zeigen hier den Wettbewerbsfaktor.
Wir konzentrieren uns auf Bieter aus S™ mit signifikantem Wert.

» Sei S* optimaler Spannbaum. Wir nummerieren die k Bieter aus S* mit
1,...,k in absteigender Reihenfolge der Werte v1 > ... > wvg.

> Beachte: v; ist der héchste Bieter aus N (Greedy-Algorithmus), aber die
anderen sind nicht unbedingt die ndchsten k — 1 Bieter mit den hdchsten
Werten aus N.

» Wihle g so dass gilt: v > v1/k und entweder ¢ = k oder vg+1 < v1/k.
> Beachte:
k a
Z v; < v, daher Zvi >v(57)/2.
i=q+1 i=1

» Die g hdchsten Bieter in S* liefern also mindestens die Hailfte des optimalen
sozialen Nutzens.
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Sekretdre und Random Order
Logarithmischer Faktor

Die Analyse nutzt Wertklassen basierend auf den Bietern ¢ = 1,...,k aus S™.
0O.B.d.A. nehmen wir an, dass v1 > v2 > ... > vg.

» Es gibt genau ¢ Bieter in S* mit Wert mindestens v;.
» Sei m;(T) die Anzahl Bieter in ' C N mit Wert mindestens v;/2.
» Wir sehen, dass

q q—1
Zvi = |:Z(v, —vig1) 1| +vg-q.
i=1 i=1
» Fiir jede Menge T ergibt sich
1 [ 1
o(T) > 5- |:;(Uz —vig1) -mi(T) | + 3 cvg - mg(T)
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Sekretdre und Random Order
Beweis

Lemma
Sei S die Ergebnismenge von Random-Threshold. Fiir jedesi =1, ..., q gilt

1 .
Emd® 2 iegm vy -

Mit diesem Lemma folgt der Satz:

E[v(S)] > % . |:Z(’Uz —vig1) - E[mi(9)]| + % vg - E[mg(S)]
- 1 &, , 1
= 16([log k] + 1) ;(”l —vi) e ) e
1 q
~ 16([log k] + 1) ;U
1 .
> s(Mogh1 +1) ") -
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Sekretdre und Random Order
Beweis des Lemmas

Wir zeigen das Lemma fiir jeden Wert von i induktiv. Der Induktionsanfang mit
i =1 ist einfach (Ubung). Betrachten wir also die Falle 1 < i < q.

» Sei a* der Bieter mit maximalem Wert.

» Wir bedingen auf ein Ereignis E, dass zwei Annahmen gleichzeitig eintreten:
(1) Der hochste Bieter ist im Sample a* € Y, und
(2) fiir 7 wird j so gewahlt, dass v; > vqx /27 > v;/2.

» Wir kdnnen S* mit dem Greedy-Algorithmus berechnen. Daher ist v1 = vg=*
und vy > v1/k > vax /298 %1 Somit gibt es ein passendes j fiir Annahme
(2) in jedem Fall 1 < i < gq.

» Der Algorithmus wahlt dies passende j mit W.keit 1/([log k] + 1).
> Die gesamte W.keit von Ereignis F ist damit Pr[E] = 1/(2([logk] + 1)).
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Sekretdre und Random Order
Beweis des Lemmas

Wir zeigen nun eine Schranke unter der Bedingung, dass Ereignis E eintritt.

» Die héchsten i Bieter aus S* bilden eine kreisfreie Menge S’ :,{1’ ceayi
Nach Annahme (2) sind alle Werte v1 > ... > v; > 7 = v+ /27.

» Mit Annahme (1) ist a* = 1 in Y. Daher sind im Erwartungswert
mindestens (i — 1)/2 > i/4 Bieter von S’ nicht in Y und kdnnen vom
Algorithmus gew3hlt werden. Es gilt also E[|S’ \ Y| | E] > i/4.

» Wegen der Austauscheigenschaft wird der Algorithmus in diesem Fall auch
mindestens S’ \ Y viele Bieter auswihlen. Die erwartete GroRe der Ausgabe
S des Algorithmus bedingt auf Ereignis E ist also

E[|S|| E] > E[|S"\ Y| | E] > /4.
» Da 7 > v;/2 und jeder gewshlte Bieter einen Wert mindestens 7 hat:
E[mi(S) | E] = E[|S] | E] = i/4.

Wir entfernen die Bedingung auf Ereignis E, indem wir mit Pr[E] multiplizieren.
O
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Sekretdre und Random Order

Matroide — Definition

Algorithmus und Analyse kénnen direkt auf beliebige Matroidauktionen angewen-
det werden.

Definition (Matroid)

Ein Tupel M = (N, A) ist ein Matroid, wenn N = {1,...,n} eine endliche
Menge von Bietern und A eine nicht-leere Familie von Teilmengen von N ist, fiir
die gilt:

» Wenn I € Aund J C I, dann ist auch J € A, und
» wenn I,J € A und |J| < |I|, dann gibt es ein ¢ € I\J mit JU {i} € A.

Notation
» Eine Menge I € A heiit unabhingig.
» Eine maximale unabhingige Menge B € A heifit Basis.

» Die Kardinalitat jeder Basis ist gleich und heilt Rang rk(M) des Matroids.
Sei k = rk(M).
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Sekretdre und Random Order

Matroide — Gewichte und Austauscheigenschaft

Definition (Gewichteter Matroid)

» Ein Matroid mit Gewichten v; € R fiir alle 1 € N heilt gewichtet.
> Das Gewicht einer unabhingigen Menge I ist v(I) =}, vi.

» Eine optimale Basis ist eine Basis mit maximalem Gewicht.

Greedy-Algorithmus von Kruskal: Berechnet optimale Basis mit maximalem
Gesamtgewicht

Austauscheigenschaft: Sei B Basis und B* optimale Basis. Es gibt eine Folge

von Paaren (b1,b7),...,(bk,b;) € B x B*, sodass fir 1 <i<k
> B; = (BU{bI,...,b;})\ {b1,...,b;} ist eine Basis
> B* = B,

> ’U(BZ) 2 ”U(Bi_l)
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Sekretdre und Random Order

Gibt es einen konstant-kompetitiven Algorithmus?

Satz (Babaioff, Immorlica, Kleinberg 2007)

Random-Threshold ist anreizkompatibel und O(log k)-kompetitiv fiir beliebige
Matroidauktionen.

Matroid-Sekretdr Vermutung
Fiir jeden Matroid gibt es einen Algorithmus, der im Random-Order Modell ...
Schwach: ... konstant-kompetitiv ist.

Stark: ... e-kompetitiv ist.

Die Vermutung wurde in den letzten zehn Jahren fiir viele Klassen von Matroiden
bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall ist sie allerdings weiterhin offen. Die momen-
tan besten Algorithmen lieferten Lachish (2014) und Feldman, Svensson und
Zenklusen (2018). Sie erreichen einen Wettbewerbsfaktor von O(loglog k). Diese
Algorithmen ergeben allerdings nicht unbedingt anreizkompatible Mechanismen.

Fiir graphische Matroide beweisen wir hier die schwache Vermutung.
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Sekretdre und Random Order

Konstant-Kompetitiver Mechanismus fiir die Waldauktion

Parallele Sekretére
1. Fixiere beliebige Reihenfolge k1, k2, k3, ... der Knoten des Graphen
Wihle X € {0,1} uniform zufillig
if X =1 then orientiere jede Kante e € E zum Knoten mit kleinerem Index

else orientiere jede Kante zum Knoten mit gréBerem Index

o~ WD

Fiir jeden Knoten k; parallel:

Fiihre den Sekretér-Algorithmus aus auf den eingehenden Kanten und wihle
damit maximal eine eingehende Kante von k; aus. Setze Zahlungen wie im
Sekretir-Mechanismus fiir die Ein-Gut-Auktion.

Satz (Korula, Pal 2009)

Parallele-Sekretare ist anreizkompatibel und 2e-kompetitiv fiir Waldauktionen.
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Sekretdre und Random Order
Beweis

Beweis:
Anreizkompatibilitit folgt wie beim Sekretir-Mechanismus (Ubung).

Wir betrachten hier den Wettbewerbsfaktor.

» Durch Orientierung wird die (direkte oder inverse) Sortierung der Knoten zu
einer topologischen Sortierung. G wird also in jedem Fall zu einem
gerichteten, azyklischen Graphen. Wenn jeder Knoten eine beliebige
eingehende Kante wahlt, bleibt S in jedem Fall kreisfrei.

» Wir miissen also nur noch E[v(S)] beschrinken.
> Sei Gx der gerichtete Graph fiir X € {0, 1}.
> Sei hx(k;) eine eingehende Kante mit hdchstem Wert von k; in Gx
» Sei Sx = {hx (ki) | ki € K}, und S™ ein optimaler Wald in G.
Proposition
U(S*) < Z Vhg (k;) + Vhy (k;) = ’U(So) + ’U(Sl) .
k€K
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Sekretdre und Random Order
Beweis

Bedingt auf die Wahl von X liefert der Algorithmus fiir Knoten k; im Erwar-
tungswert mindestens 1/e des hdchsten Wertes einer eingehenden Kante von k;.
Daher ergibt sich sowohl fiir x = 0 als auch z =1

Ev(S) | X =2] > 1/e-v(S:) .

Mit der Proposition erkennen wir

E[u(S)] = 5 - (B[o(S) | X = 0]+ E[o(S) | X = 1)
> oo (0(S0) + 0(S0)
> 2% -v(87)
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Prophetische Ungleichun,

Verteilungsmodell

Hier wird nun der private Wert v; fiir jeden Bieter i unabhidngig aus einer bekannten
Verteilung V; mit nicht-negativen Werten und endlichem Erwartungswert gezogen.

Verteilungsmodell

» Werte der Bieter und Ankunftsreihenfolge sind unbekannt
» Anzahl n der Bieter ist bekannt
» Wert v; wird unabhingig gezogen aus bekannter Verteilung V; fiir Bieter ¢

Wir betrachten zuerst die Ein-Gut-Auktion und wollen sozialen Nutzen maximieren.
Spéater betrachten wir auch noch Ertragsmaximierung.

Prophet
1
2.
3
4.
5.

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018

. pi(v) < O fiir alle Bieter i € N

T 4 By ;v [max; x5]/2 = Elvmax]/2

. InRunde i =1,2,...,n:

if vo; > 7 und Gut noch verfiigbar then

Gib Bieter a; das Gut und setze pq, (v) + 7.
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Prophetische Ungleichungen
Prophetische 2-Approximation

Satz (Krengel, Sucheston 1978)

Der Prophet Mechanismus ist anreizkompatibel und 2-kompetitiv fiir die
Ein-Gut-Auktion im Verteilungsmodell.

Beweis:
Anreizkompatibilitdt folgt wieder sehr dhnlich wie beim Sekretir-Mechanismus
(Ubung). Wir beschrinken den Wettbewerbsfaktor.

Der Algorithmus vergibt das Gut in der ersten Runde ¢*, in der ein Bieter mit
Wert vq,, > 7 erscheint. Wenn kein solcher Bieter kommt, vergibt er das Gut
gar nicht, dann sei v,,. = 0.

Wir werden zeigen, dass im Erwartungswert E[1;,,,ﬁ] > 7. Da alle Werte aus
Verteilungen gezogen werden, ist auch das Optimum vnax eine Zufallsvariable.
Wir werden also zeigen:

1
Efva,.] > 5 - Exy, [maxa;] = 5 - Elvmas-

1
2

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018
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Prophetische Ungleichungen
Analyse

> Sei ¢(z) = Pr[vumax > ] die W.keit, dass mindestens ein Bieter einen Wert
mindestens x hat.

» Wenn niemand Wert mindestens 7 hat, dann wird das Gut in allen Runden
nicht vergeben. Das passiert mit W .keit (1 — ¢(7)).

» Fiir jeden Bieter a; gilt also: Mit W.keit mindestens (1 — ¢(7)) ist das Gut
in Runde ¢ noch verfiigbar.

> Mit W.keit g;(z) = Pr[va; > z] hat Bieter a; einen Wert vg; >z > 7.
Dann gibt der Algorithmus das Gut an a;.

> Betrachte das Ereignis E;(x), dass (1) der Algorithmus das Gut an a; gibt
und (2) dessen Wert v,, > x ist. Es gilt

PriEi(z)] = (1—q(7))- ()
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Prophetische Ungleichun,

Analyse

» Fiir jedes > 7 kann das Gut nur an maximal einen der Bieter mit Wert
mindestens x vergeben werden. Daher kann nur maximal eines der
Ereignisse E;(x) eintreten und es gilt:

Prive,, >z = ZPr[EZ(ac)] > (1—gq(r ZQz

» Es kdnnen durchaus mehrere Bieter gleichzeitig Wert mindestens x haben.
Also gilt fiir die W.keit, dass mindestens einer Wert mindestens x > 7 hat:
(Union Bound)

Prlvmax > z] < qu(x) ,
i—1

Also gilt fiir x > 7 eine Beziehung zwischen Algorithmus und Optimum:

Priva,. >x] > (1—q(7)) Pr{vmax > 2] .
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Prophetische Ungleichungen
Analyse

> Fiir die Erwartungswerte nutzen wir die Integral-Definition fiir Verteilungen
tiber nicht-negative Werte:

Elva,.] = / Prlve,. > z]dx

=0

=q(r) -7 +/ Prlva,. > z]dx

=T
oo

> g(r) 7+ (1=q(7)) [ Prfonn > aldo

= q(1) -7+ (1 —q(1)) (]Er[vma,x] — /z Pr[vmax > ] d:p)

=0

Z q(r) -7+ (1= q(7)) (E[vmax] — 7)

» Hier wird die natiirliche Abwagung deutlich: Je hdher 7, desto mehr Wert
erreichen wir bei Vergabe des Gutes, aber desto kleiner ist die W.keit ¢(7),
dass iiberhaupt jemand existiert, der Wert mind. 7 fiir das Gut hat.

» Fiir 7 = E[vmax]/2 fallen die ¢(7)-Terme weg, und wir erhalten
Elva,.] > /2 - E[umax] wie gewiinscht. O
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Prophetische Ungleichun,

Propheten

Die Ungleichung

]E[’Uai*] Z % : ]E[vmax]

heiRt prophetische Ungleichung (prophet inequality), da sie den Wert gegeniiber
einem optimalen Propheten abschitzt, der die genaue Eingabe kennt.

Wenn wir den Algorithmus auf virtuelle Werte anwenden anstatt auf die originalen
Werte, erhalten wir damit eine prophetische Ungleichung fiir den erwarteten vir-
tuellen Nutzen. Damit erhalten wir eine 2-Approximation des erwarteten Ertrags
der ertragsoptimalen anreizkompatiblen (Offline-)Auktion.
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Prophetische Ungleichungen
Ertragsmaximierung

Ertragsprophet

. pi(v) < O firallei e N

. Wir schreiben (x)™ = max(0, z)

. Setze 7 + 5 - Eyv[max;(i(vi)) 7]

. InRundei=1,2,... , n:

if ©a, (ve;) > 7 und Gut noch verfiigbar then

[ I A S

Gib a; das Gut und setze pq, (v) < ¢, (T).

Satz
Ertragsprophet ist anreizkompatibel fiir regulire Verteilungen und 2-kompetitiv
bzgl. der ertragsoptimalen Ein-Gut-Auktion.

Beweis:

Anreizkompatibilitit folgt wie oben, da fiir reguldre Verteilungen ¢;(v;) monoton
steigend in v; ist. Die Analyse des Faktors oben kann mit minimalen Anderungen
genauso fiir virtuelle Werte und virtuellen sozialen Nutzen durchgefiihrt werden.
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Prophetische Ungleichungen
Ertragsmaximierung

Daraus folgt also, dass
1
Elpa. (va)] > 5 - Elmax(pi(vi)’] -
Beachte: E[max;(¢;(vi))™] ist der virtuelle Wert, den man erzielt wenn das
Gut immer dem Bieter mit hdchstem nicht-negativem virtuellen Wert gegeben

wird. Dies ist also der virtuelle Wert der ertragsoptimalen (Offline-)Auktion.
Erwartete Zahlungen sind erwarteter virtueller Wert, also gilt

pr (v)] ,

wobei p; Zahlungen der ertragsoptimalen (Offline-)Auktion sind. O

E [par(v)] > % -E

Man bekommt auch fiir die Ertragsmaximierung im Offline-Fall einen einfachen
anreizkompatiblen Mechanismus: Berechne 7 und biete den Bietern das Gut
nacheinander in beliebiger Reihenfolge zum Preis 7 zum Kauf an, solange bis
einer das Gut kauft. Damit erzielen wir mindestens die Halfte des Ertrags jeder
anderen anreizkompatiblen Auktion.
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Prophetische Ungleichun,

Matroidauktionen

Wir kdnnen das Szenario nun kanonisch auf Matroidauktionen erweitern:
» Bekannt: Menge N von Bietern, Ergebnismenge A, Matroid M = (N, A)
» Bieter i € N hat unbekannten privaten Wert v; ~ V;, Verteilung V; bekannt

» Bieter kommen in unbekannter Ordnung an. Online-Mechanismus
entscheidet unmittelbar: auswahlen/ablehnen und Zahlungen.
Entscheidungen sind endgiiltig

> Ziel: Erstelle eine unabhéngige Menge S € A mit maximalem Gesamtwert.
Mechanismus soll anreizkompatibel sein.

Wir analysieren hier eine Klasse von Mechanismen, die — anstatt einer globalen
Schranke 7 — deterministische Schranken 7; fiir jeden Bieter i € N setzen. Sei
7, = oo wenn S U {i} € A. Der Algorithmus akzeptiert einen Bieter genau dann
wenn v; > 7;. In diesem Fall zahlt Bieter ¢ dann ;.

Fiir so einen Ansatz brauchen wir eine sorgfiltige Ausgestaltung der 7;. Insbeson-
dere mochten wir, dass die Schranken dazu fiihren, dass (1) nicht zu viele Bieter
mit kleinem Wert ausgewahlt und (2) nicht zu viele wertvolle Bieter abgelehnt
werden. Die Idee der a-balancierten Schranken formalisiert diese Bedingungen.
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Prophetische Ungleichun,

a-balancierte Schranken

> Fiir jeden Bieter i € N, sei v; der private Wert und v ein beliebiger
gesampleter Wert. Beide werden unabhingig aus V; gezogen.

» Die Eingabefolge sei 0 = (a1,va,),- .-, (an,va, ). In der nachfolgenden
Definition der Schranken unten fixieren wir die Folge (und damit alle v;'s)
und fordern eine Bedingung fiir jede solche Folge.

> Ausgewadhlte Menge von Bietern nennen wir S = S(o).
» Optimale Basis fiir die gesampleten Werte v’ sei B’.

> Mit der Austauscheigenschaft gibt es mindestens eine Aufteilung von B’ in
B. and B, so dass S U B, eine Basis von M darstellt.

> Von allen solchen Aufteilungen sei (B.(S), B-(5)) diejenige, die den
gesampleten Gesamtwert v’ (B, (S)) maximiert.

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018

Sekretdre und Propheten



Prophetische Unglei

Definition

Definition

Sei o > 0. Der Mechanismus hat a-balancierte Schranken wenn fiir jede
Eingabefolge o und X disjunkt von S = S(o) mit SU X € A gilt, dass die
deterministischen Schranken 7; = 7;(o) folgende Bedingungen erfiillen:

Sno> (i)'EwNv[v’(Bc(sm (1)
i€S

1 ,
2;{7 < (1—5)-Ev/~v[v<BT(s>>], )

Proposition

Wenn der Mechanismus a-balancierte Schranken hat, dann ist er
anreizkompatibel und a-kompetitiv fiir Matroidauktionen.
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Mechanismus fiir die Matroidauktion

Expected-Margin-Thresholds

1. pi(v) < Ofiiralleie N, S+ 0
2. InRundei=1,2,...n:
3. if (SU{ai}) € A then 7; < oo; else

it g B[t (Be(S)) — v/ (Bu(S) U {ai})]

wobei alle v} ~ V; unabhingig gezogen.
4.  if vy, > 7 then S+ SU{a;} und po, (v) 7

Satz (Kleinberg, Weinberg 2012)

Expected-Margin-Thresholds hat 2-balancierte Schranken, ist anreizkompatibel
und 2-kompetitiv fiir Matroidauktionen.
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Prophetische Ungleichun,

Diskussion

» Das Verteilungsmodell erscheint “netter” als das Random-Order Modell: Es
erlaubt bessere Faktoren in der Ein-Gut-Auktion (2 vs. €).

» Fiir Matroidauktionen ist die Verbesserung drastisch (2 vs. o(1)). Hier
hangt die abschlieRende Bewertung aber auch von der Lésung der
Matroid-Sekretar Vermutung ab.

» Fiir eine Reihe von weiteren Packungsproblemen hat man in den letzten
Jahren Algorithmen im Random-Order und im Verteilungsmodell erforscht.

» So existieren mittlerweile Ansitze fiir Online-Varianten von Rucksack,
Matching, Independent Set, Packungs-Integer-Programs und weiteren
wichtigen Problemstellungen.

» Die Garantien fiir Algorithmen in stochastischen Online-Modellen sind aber
oftmals nur ansatzweise verstanden und weiterhin ein interessantes Gebiet
aktueller Forschung.
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