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Wabhlen
Mehrheitsregel mit zwei Kandidaten

Direkte Kanzlerwahl: (M)erkel, (S)PD-Kandidat ©®

Wahler H Priferenzordnung Wiahler H Genannte Ordnung
1 M S 1 M S
2 S M 2 M S
3 M S 3 M S

Resultat der Mehrheitsregel: M, S

Mehrheitsregel fiir zwei Kandidaten setzt viele gute Eigenschaften um:
» Reprasentiert die Mehrheit der Praferenzen
» Jeder Kandidat in der Position, in der er/sie am meisten genannt wird

» Strategisches Wahlen ist nicht profitabel:
Wahler mit Praferenz wie die Mehrheit dndert sein Votum: Kein besseres
Ergebnis. Wahler mit Praferenz entgegen der Mehrheit kann Ergebnis nicht
andern.
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Wahlen
Drei Kandidaten

Direkte Kanzlerwahl: (M)erkel, (S)PD-Kandidat, (N)ocheiner

Wahler H Praferenzordnung

1 M S N
2 S N M
3 N M S

Mehrheitswahl ergibt einen Kreis:
Jeweils 2 Wihler mdgen M lieber als S, S lieber als N, und N lieber als M ...

Diese Instanz zeigt, dass die kollektive Praferenz widerspriichlich sein kann
(kreisend, nicht transitiv) obwohl jede individuelle Priferenz wohl-definiert ist.

Das Beispiel wird Condorcet-Paradox genannt und wurde vom Marquis de Con-
dorcet um 1785 herum entdeckt.
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Wahlen
Pluralitatswahl

Wir betrachten die Pluralitatsregel (plurality rule), bei der jeder Kandidat auf
die Position in der Rangliste kommt, auf der er am haufigsten bei den Wahlern
auftritt. Wir lésen Ties bzgl. alphabetischer Ordnung.

Wahler H Praferenzordnung Wihler H Genannte Ordnung
1 M S N 1 M S N
2 S N M 2 S N M
3 N M S 3 N S M
Pluralitat: M, N, S Pluralitat: N, S, M

Strategisches Wahlen ist profitabel fiir den dritten Wahler!

Wie kdnnen wir strategisches Wahlen vermeiden? Trivialerweise kdnnen wir einen
Wihler als Diktator bestimmen, der das Ergebnis diktiert durch seine genannte
Praferenz. Aber bekommen wir das auch anders hin?
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Wahlen
Definitionen

vV v.v VY

>

>

Menge A von Kandidaten (oder Ergebnissen, Alternativen)
Menge N von n Wihlern (oder Spielern)
Menge L der moglichen Préferenzen (totale Ordnungen von A)

Jeder Wahler ¢ hat eine Préferenz (oder Praferenzordnung) ;€ L iiber die
Kandidaten A

Eine soziale Nutzenfunktion ist eine Funktion F': L™ — L.

Eine soziale Auswahlfunktion ist eine Funktion f : L™ — A.

Eine soziale Auswahlfunktion gibt nur einen einzigen Sieger aus, eine soziale
Nutzenfunktion gibt eine vollstindige Rangliste aller Kandidaten aus.
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Unméglichkeitsresultate

Eigenschaften von sozialen Nutzenfunktionen

» Einstimmigkeit: Fiir jedes =€ L gilt F(>-,...,>) =>.

» Waihler ¢ ist ein Diktator in einer sozialen Nutzenfunktion wenn fiir alle
=1,...,>=n€ L gilt F(>1,...,>n) =>;. Dann wird F eine Diktatur
genannt.

» Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen (IIA): Die soziale Préferenz
zwischen je zwei Kandidaten a und b hidngt nur von den Priferenzen der
Wihler bzgl. a und b ab.

Formal: Fiir jede a,b € A und jede >=1,...,>n,=1,...,=n€ L, sei
== F(>1,...,>n) und ='= F(>1,...,>). Wenn a =; b < a =} b fiir
alle i, dann gilt a = b < a =" b.
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Unméglichkeitsresultate

Unabhangigkeit von irrelevanten Alternativen (11A)

Pluralitat verletzt I1A!

Wihler H Praferenzordnung Wahler H Genannte Ordnung
1 M S N 1 M S N
2 S N M 2 S N M
3 N M S 3 N S M
Pluralitat: M, N, S Pluralitat: N, S, M

Ordnung des Paares (M,N) andert sich, obwohl jeder Wahler bzgl. M und N die
gleiche paarweise Priferenz hat in beiden Instanzen.

Algorithmische Spieltheorie 2018

Martin Hoefer

Mechanismen ohne Geld



Unméglichkeitsresultate
Satz von Arrow

Satz (Arrow, 1950)

Jede soziale Nutzenfunktion liber einer Menge |A| > 3 Kandidaten, die
Einstimmigkeit und 1A erfiillt, ist eine Diktatur.

Sei F' eine soziale Nutzenfunktion mit den genannten Eigenschaften (Einstimmig-
keit und 11A).

Lemma (Pairweise Neutralitat)

Seien >1,...,>=n und =%, ..., 1 zwei Priferenzprofile, und
== F(=1,...,=n) und ='= F(>=1,...,>). Wenn fiir jeden Wihler i gilt
a>-ibec-id danna~bsc>'d.

Beweis:
Wir benennen zuerst die Kandidaten um, so dass a > b und ¢ # b (aber evtl.
a = ¢, und/oder b = d).
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Unméglichkeitsresultate

Pairweise Neutralitat

> Jetzt passen wir =; und >~/ an, damit sie identisch werden bzgl. a, b, c, d.
Wir bewegen c und d in >~;, sowie a und b in >~}:

1 ey @y ey by — ey Cy Oy bod
’

=1t Cyenyd, ... — ¢ a,....bd, ...

=2 vy by ay — .,bd, ... ca,..
/7

5 wnd, e, ... — .,bdca,..

und so weiter...
(Beachte: Per Annahme gilt a >=; b < ¢ = d)

> |lA garantiert, dass a und b in der gleichen Ordnung bleiben in >; c und d
bleiben in der gleichen Ordnung in ='. Ebenfalls mit IlA folgt, dass wir nun
alle anderen Elemente beliebig umstellen kénnen. Dann gilt =;=>;.

» Mit Einstimmigkeit gilt nun ¢ = a und b = d, also ¢ = d. Mit =;=> fiir
alle ¢ erhalten wir auch ¢ >’ d. O (Lemma)
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Unméglichkeitsresultate
Wer ist der Diktator?

Beweis (Satz):

Paarweise Neutralitdt zeigt, dass eine soziale Nutzenfunktion, die Einstimmigkeit
und lIA erfiillt, einen allgemein zugrunde liegenden Ansatz verfolgt, die globale
Praferenz zu bestimmen. Dieser Ansatz ist dhnlich fiir alle genannten Ordnungen
und alle paarweisen Vergleiche zwischen Kandidaten. Diese Einsicht kann man
fiir den Beweis nutzen, dass die Funktion sogar eine Diktatur ist.

Sei a # b und ¢ # d.
» Wenn es keine Wahler mit a ; b gibt, dann ist b > a.
» Wenn es nur Wahler mit a >; b gibt, dann ist a > b.
» Erster Wechsel bei Wahler ¢*:

[1]...]& =14 [... ] n [ Resultat |
a>=; b [ b=;a b=a
a>=; b [b>—ia a>=b

Behauptung: " ist der Diktator!
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Unméglichkeitsresultate

1* ist der Diktator

» " ist ein Diktator wenn ¢ >+ d = ¢ > d fiir alle c # d € A.

» Betrachte eine beliebige Menge an Priferenzen mit ¢ >;+ d und e € A mit

e#cund e #d.
» Verschiebe drittes Element e, so dass sich >; schematisch ergibt wie folgt:
1
e & e
" cl...lel...ld
n

» Wegen IlA dndert das nicht die Ordnung von ¢ und d in .

> (e,c) steht in den Ordnungen nun genau wie vorher (a,b). Mit paarweiser
Neutralitdt gilt ¢ > e. Mit gleichem Argument sehen wir: e > d.

» Damit gilt also ¢ > d. Da ¢ und d beliebige Elemente waren, bestimmt die
Priferenz von i* also alle Paare und damit das ganze Ergebnis. [ (Satz)
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Unméglichkeitsresultate

Eigenschaften von sozialen Auswahlfunktionen

» f kann strategisch manipuliert werden durch Wahler i wenn es >~1,..., >,
und =} gibt mit a =; b, wobei b= f(>1,...,>n) und
a=f(>1,...y=5...,>n). f wird anreizkompatibel (incentive compatible,

IC) genannt wenn es nicht strategisch manipuliert werden kann.

> f ist monoton wenn aus f(>1,...,>n) =aF# b= f(>1,..., >0 ...,>n)
folgt, dass a >; b und b > a.

» Wibhler i ist ein Diktator in f: Fiir jede >1,...,>,€ L gilt, dass wenn
a >; b fur alle b # a, dann f(>1,...,>n) = a. Dann ist f eine Diktatur.

» f ist surjektiv oder ausschopfend in A wenn es fiir jeden Kandidaten a € A
eine Menge von Praferenzen gibt, bei der a der Sieger ist.
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Unméglichkeitsresultate
Satz von Gibbard-Satterthwaite

Proposition
Eine soziale Auswahlfunktion f ist anreizkompatibel genau dann wenn f
monoton ist.

Beweis: Direkte Folgerung aus der Definition. O

Satz (Gibbard 1973; Satterthwaite 1975)

Sei f eine soziale Auswahlfunktion f, die surjektiv ist mit |A| > 3. f ist
anreizkompatibel genau dann wenn f eine Diktatur ist.

Beweis:

Wir beweisen die nicht-triviale Richtung des Satzes. Fiir jede monotone soziale
Auswahlfunktion f, die ausschépfend in A ist, leiten wir eine soziale Nutzenfunk-
tion F' her, die Einstimmigkeit und A erfiillt.
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Unméglichkeitsresultate

Erweiterung von sozialen Auswahlfunktionen

Sei > eine Priferenzordnung und S C A. Wir nennen > die Ordnung, in der
alle Elemente von S in ihrer Ordnung in > nach vorn geschoben werden.

Beispiel: S ={a,b,c}, A=SU{d,e,f}

- - -
a e c f b — a c e f
b f d a ¢ —» b a ¢ f d
Sei F eine f-erweiternde soziale Nutzenfunktion mit F'(>-1,...,>,) =>, wobei
a = b genau dann wenn f(={®" o lethy —

Es ist erstmal gar nicht klar, ob F' auf diese Weise iiberhaupt eine konsistente
Ordnung > erzeugt, also eine giiltige soziale Nutzenfunktion darstellt.
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Unméglichkeitsresultate

Beweis durch Widerspruch

Lemma
Wenn [ eine surjektive, anreizkompatible soziale Auswahlfunktion ist, dann ist
die Erweiterung F' eine soziale Nutzenfunktion.

Zeige Antisymmetrie und Transitivitat.

Lemma

Wenn f eine surjektive anreizkompatible soziale Auswahlfunktion und keine
Diktatur ist, dann erfiillt die Erweiterung F Einstimmigkeit, IIA und ist auch
keine Diktatur.

Das ergibt einen Widerspruch mit dem Satz von Arrow.
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Unméglichkeitsresultate
Beweis der Lemmas

Wir beweisen den Satz durch Nachpriifen der Eigenschaften von F:

» Antisymmetrie: Wenn a > b und b > a, dann a = b.

» Transitivitdt: Wenn a > b und b > ¢, dann a > c.

v

Einstimmigkeit: F(>-,...,>) =>.

> |IA

v

Keine Diktatur
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Unméglichkeitsresultate
Eigenschaften

Behauptung
Fiir jedes >1,..., >, und jedes S ist der Sieger f(>7,...,>5) € S.
Beweis:
> f ist ausschopfend, also gibt es =7, ..., ! mit einem Sieger a € S.
> Transformiere =7, ... =" in =%, ..., =5
1: Starte mit =7,..., >0

2: Bewege nacheinander die Elemente von S nach vorne
3: Sortiere die Elemente in A\ S hinten um
4: Sortiere die Elemente in S vorne um

= =7,..., =" erreicht.

» Monotonie stellt sicher, dass kein b € S jemals zum Sieger wird wahrend
dieser Transformation. Also f(>1,...,>5) € S. O (Behauptung)
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Unméglichkeitsresultate
Eigenschaften

» Antisymmetrie: Wenn a > b und b > a, dann a = b.

Gilt, da f(={*" Loty € {a, b}

» Transitivitat: Wenn a = b und b > ¢, dann a > c.

Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass a = b > ¢ > a.

Wihle S = {a,b,c}. OBdA. sei f(>7,...,>5) = a. Transformation zu
=5 mit §' = {a,c} zeigt f(>f/, o >§/) = a, und daher a > c. Dies
ergibt einen Widerspruch mit Antisymmetrie.

Damit gezeigt: Wenn f anreizkompatibel und ausschépfend in A ist, dann ist F’
eine giiltige soziale Nutzenfunktion.
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Unméglichkeitsresultate
Eigenschaften

» Einstimmigkeit: F'(>,...,>) =>.

Wenn a =; b fiir alle 4, dann gilt mit Behauptung und Monotonie
FO-100 =) = a,

> 1IA:

Wir nehmen an a =; b < a =, b. Beachte
f-tetr o Lethy — ettt 9Py da bei der Transformation

von =14 in >;{a’b} das Ergebnis gleich bleibt aufgrund von Monotonie
und der Behauptung.

» Keine Diktatur: Offensichtlich. O (Satz)
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Strukturierte Préferenzen
Praferenzen mit einem Scheitelpunkt

Der Satz von Gibbard-Satterthwaite ist entmutigend, aber er setzt voraus, dass die
Wahler allgemeine Praferenzen haben kénnen. Wenn die Priferenzen mehr Struk-
tur aufweisen, dann existiert eine umfangreichere Klasse von anreizkompatiblen
Auswahlfunktionen.

Wir betrachten eine Menge von Alternativen, die entlang einer Linie geordnet
werden kénnen. Wir nehmen an, dass A C [0, 1].

Definition

Eine Praferenzordnung >; iiber A hat einen Scheitelpunkt wenn es einen Punkt
pi € A gibt, so dass fiir alle z € A\{p;} und X € [0, 1) gilt

A+ (1 —=XNpi) =i x .
Als Beispiel betrachten wir das Problem, die Raumtemparatur in einem gemein-

samen Biiro einzustellen. Jeder Angestellte hat eine optimale Temperatur und
mdchte, dass die Temperatur so nah wie méglich daran eingestellt wird.
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Strukturierte Préferenzen
Ordnungsmechanismen

Fiir Priferenzen mit einem Scheitelpunkt kann man den Satz von Gibbard-
Satterthwaite nicht anwenden.

Ordnungsmechanismus fiir Praferenzen mit einem Scheitelpunkt:
» Sei k eine Zahl in {1,...,n}
» Frage nur nach Scheitelpunkten p1,...,p, der Wihler.

» Sortiere die Scheitelpunkte aufsteigend von 0 nach 1 und gib den k-ten
Scheitelpunkt in der Sortierung aus

Proposition

Fiir jedes feste k € {1,...,n} ist der Ordnungsmechanismus anreizkompatibel.
Wenn n > 2, dann ist er keine Diktatur.

Martin Hoefer
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Strukturierte Préferenzen
Ordnungsmechanismen

Beweis:

Sei p das Ergebnis wenn alle Wahler ihren wahren Scheitelpunkt nennen. Wenn
pi > p, dann kann Wihler i das Ergebnis nicht durch p > p; dndern. Wenn er
einen Scheitelpunkt p} < p liigt, dann kann nur ein schlechteres Ergebnis p’ < p
entstehen. Das gleiche Argument kann man fiir p; < p anwenden. Keine Diktatur
ist offensichtlich. O

Der bekannteste Fall ist der Median-Mechanismus mit k& = |(n 4+ 1)/2]. Mit
dem Durchschnitt der Scheitelpunkte >~7_| p;/n wire der Mechanismus dagegen
nicht anreizkompatibel.

Mit dem gleichen Argument wie oben bleibt der Ordnungsmechanismus anreiz-
kompatibel wenn — zusatzlich zu den genannten Scheitelpunkten — eine beliebige
Anzahl von vorher bekannten und festgelegten Ergebnissen y; € [0, 1] hinzuge-
nommen und mit sortiert werden. Der Mechanismus wahlt dann den k-groRten
Scheitelpunkt von {p1,...,Dn, Y1, ., Ym}
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Strukturierte Préferenzen
Ordnungsmechanismen

Fiir jedes feste k ist der Ordnungsmechanismus anonym, d.h. er erfiillt

f(>_17'~~,>_7l):f(>_l17"'7>_fn)7

wenn (>=1,...,>5) eine Permutation von (>1,...,>) ist.

Satz (Moulin 1980; Ching 1997)

Seien p; die genannten Scheitelpunkte. Eine soziale Auswahlfunktion f ist
anreizkompatibel, surjektiv und anonym fiir Praferenzen mit einem Scheitelpunkt
genau dann wenn f Ordnungsmechanismus (liber einer Menge
{p1,---,Pn,Y1,-..,ym} ist, wobei y; € [0,1] feste Ergebnisse sind.

Das Resultat ist eine vollstindige Charakterisierung fiir anonyme anreizkompatible
soziale Auswahlfunktionen. Anonymitit ist fiir die Charakterisierung notwendig:
Eine Diktatur ist kein Ordnungsmechanismus, surjektiv und anreizkompatibel
(aber nicht anonym).
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Strukturierte Préferenzen
Hausallokation

Matching mit Praferenzen iiber Objekte
» 1 Spieler und n Hauser

» Annahme: Spieler i besitzt Haus 4
(nicht unbedingt notwendig, vereinfacht Analyse)

» Spieler i hat eine Praferenzordnung »; iiber Hiuser

» Weise jedem Spieler eines der Hiuser zu

Die Menge A der Ergebnisse sind alle vollstdndigen Paarungen von Hausern und
Spielern. Ein Spieler hat aber nur eine Praferenz fiir das Haus, das er erhilt.
Damit sind alle Paarungen, in denen Spieler i das gleiche Haus bekommt, fiir ihn
gleichwertig.

Anreizkompatible Mechanismen mit “guten” Eigenschaften?
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Strukturierte Préferenzen
Top-Trading-Cycles

Sei G = (V, E) der gerichtete Graph:
» 1 Menge verbleibender Spieler mit ihren Hiusern

» E Menge von gerichteten Kanten:

(i,£) € E & £ € V besitzt bestes verbleibendes Haus fiir i € V'

Top-Trading-Cycles (TTC) Mechanismus:
1. Frage Praferenzen der Spieler ab
2. while V £ 0
3.  Erstelle Kantenmenge E wie oben beschrieben
4

Berechne alle gerichteten Kreise C4,...,C) in G
(Schleifen gelten als Kreise, Kreise disjunkt)

for jede Kante (4, £) in jedem Kreis C1,...,C) do

o

Weise Haus ¢ an Spieler 7 zu.

Entferne alle Spieler in Cy,...,Cy aus V
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Strukturierte Préferenzen
Beispiel

Graph G in Runde 1:

Spieler H Praferenzordnung

—@

Zuweisung;:
Spieler 1 — Haus 1

= ===

1 2 3 4
2 3 2 4
3 4 2 3
4 2 4 3
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Strukturierte Préferenzen

Beispiel

Graph G in Runde 2:

Spieler H Praferenzordnung

2 3 2 4
3 4 2 3
4 2 4 3

Zuweisung;:

Spieler 2 — Haus 3
Spieler 3 — Haus 4
Spieler 4 — Haus 2
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Strukturierte Préferenzen
Top-Trading-Cycles — Analyse

Beobachtungen:

» Jeder Spieler in G hat Ausgangsgrad 1. Es gibt immer mindestens einen
Kreis in G, und alle Kreise in G sind disjunkt.

» Seien V. die Spieler, die in der k-ten Runde von TTC entfernt werden.
Jeder Spieler in Vi, bekommt das Haus, das er am liebsten mag — abgesehen
von Hiusern der Spieler in Vi U...U Vi_;.

» Spieler i € Vj, bekommt sein bestes Haus in der k-ten Runde. Der Besitzer
dieses Hauses liegt auch in Vj, und erhalt somit auch sein bestes Haus.

Satz (Roth 1982)

Der TTC Mechanismus ist anreizkompatibel.

Beweis:
Betrachte Spieler i € V; mit wahrer Priferenz ;. Wenn er die Wahrheit sagt,
bekommt er das beste verbleibende Haus in Runde j.
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Strukturierte Préferenzen
Top-Trading-Cycles — Analyse

Betrachte ein Haus von einem Spieler in V1 U ... U V;_1, das ihm besser gefillt.
Spieler 7 kann keines dieser Hauser bekommen:
» In Runde k =1,...,7 — 1 will kein Spieler £ € V}, das Haus von ¢ haben,
sonst ware ¢ mit £ in einem Kreis.
» Kein Spieler £ € V. mdchte das Haus von ¢ in einer Runde < k haben,
sonst wiirde £ es in Runde k immer noch haben wollen.

Die Hauser der Spieler in V4 U ... U V;_; bleiben unerreichbar, egal welche
Praferenzordnung Spieler 7 nennt. Wenn ¢ aber bis Runde j warten muss, dann
liefert TTC bei ehrlicher Bewertung das beste (verbleibende) Haus. O

TTC ist also ein anreizkompatibler Mechanismus, aber davon gibt es mehrere.

Warum ist TTC besser als andere Ansatze?
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Strukturierte Préferenzen
Top-Trading-Cycles — Kernzuweisung

Sei M eine Zuweisung von Hiusern — Spieler ¢ bekommt Haus M (7).
Sei Mg eine Zuweisung, die aus M entsteht, wenn die Koalition S C A ihre
initialen Hauser anders unter sich aufteilen.

Definition
Eine Spielermenge S C N bildet eine blockierende Koalition fiir A/ wenn es eine
Zuweisung Mg gibt, so dass

> fiir jeden Spieler j € C ist M¢c genauso gut: Mc(j) =; M(j)

» fiir mind. einen Spieler ¢ € C' ist M besser: Mc (i) >; M(3)

Eine Zuweisung M ohne blockierende Koalition liegt im Kern des Spiels.

Eine Kernzuweisung hat eine Optimalititseigenschaft: Keine Teilmenge von Spie-
lern méchte ihre Hauser vom Mechanismus zuriickhalten und anders (unter sich)
verteilen. Insbesondere bekommt jeder Spieler i ein Haus, das er mindestens so
gerne mag wie sein anfingliches Haus .
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Strukturierte Préferenzen
Top-Trading-Cycles — Kernzuweisung

Satz (Roth, Postlewaite 1977)

Der TTC Mechanismus berechnet die eindeutige Zuweisung im Kern des Spiels.

Beweis:
Induktion: Nur die TTC-Zuweisung kann im Kern sein, aber keine andere.
» Anfang: Jeder i € Vi bekommt sein allerbestes Haus. V; ist also

blockierende Koalition fiir jede Zuweisung, die die Hauser in Vi nicht so
verteilt wie TTC.

> Annahme: Die Hauser der Spieler in V1, ..., V;_1 miissen verteilt werden
wie bei TTC.

» Schritt: Unter der Annahme bekommt jeder i € V; das beste (verbleibende)
Haus. Vj ist also blockierende Koalition fiir jede Zuweisung, die die Hauser
in Vi,...,V;_1 so verteilt wie TTC, aber V; nicht so verteilt wie TTC.

Damit gilt: Entweder die TTC-Zuweisung ist im Kern oder der Kern ist leer.
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Strukturierte Préferenzen
Top-Trading-Cycles — Kernzuweisung

Sei nun M die TTC-Zuweisung und Mg eine Umverteilung der Hauser der Spieler
S C M. Spieler i € S hat vorher Haus i. Wenn S mit Mg blockierend sein soll,
dann muss ¢ nachher ein Haus erhalten, sonst wire er schlechter dran als in M.
Damit bildet die Umverteilung in S eine Menge von Kreisen:

> Kreis enthalt Spieler von N; und N, mit j < £:
Mindestens ein Spieler i € N; bekommt ein Haus von einem Spieler in N,
und ist damit schlechter dran als in M.

> Kreis enthalt nur Spieler einer Menge N;:

In M bekommt jeder Spieler i € N; sein bestes Haus unter den Hiusern der
Spieler in N;. Mindestens ein Spieler ist schlechter dran als in M.

Also ist die TTC-Zuweisung im Kern des Spiels, und somit die eindeutige Zuwei-
sung mit dieser Eigenschaft. O
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Strukturierte Préferenzen
Random Serial Dictatorship

Random Serial Dictatorship (RSD) Mechanismus:
1. Ordne Spieler in zufilliger Reihenfolge
2. Frage Praferenzen der Spieler ab
3. Sei V die Menge aller Hauser
4, fori=1,2,3,...,n do
5. Weise Spieler i sein bestes Haus h aus V' zu
6. Entferne h aus V

Dieser Mechanismus ist eine geordnete Variante der Diktatur.
Das folgende Resultat kann man hnlich wie fiir TTC beweisen.

Satz
Fiir jede gewahlte Ordnung ist der RSD Mechanismus anreizkompatibel.

Liegt die Zuweisung von RSD im Kern? Fiir jede Ordnung? Fiir keine? Fiir einige?
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Nierenaustausch
Nierenspende

In vielen Landern gibt es mittlerweile (Pléne fiir) Programme zum Nierentausch.
Patienten haben oft einen Bekannten/Verwandten als Lebendspender, dessen
Niere (z.B. aufgrund von Blutgruppe) nicht zum Patienten passt. Das Ziel ist
ein Organaustausch: Zwei inkompatible (Patient,Spender)-Paare tauschen die
Spenderorgane aus, wenn sie zum jeweils anderen Patienten passen.

Spender Sy Spender Ss
Blutgrp. B Blutgrp. A
Patient P; Patient P>
Blutgrp. A Blutgrp. B
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Nierenaustausch

Top-Trading-Cycles fiir Nierenspende

Im Prinzip also eine Hausallokation:
» “H&user” sind Spenderorgane, “Spieler” sind Patienten
» Praferenzen tiber Organe = W keit der erfolgreichen Transplantation.

» TTC Mechanismus ist anreizkompatibel und im Kern des Spiels

Anmerkungen:

» Keine legale Verpflichtung zur Spende. Alle Operationen eines Kreises
werden simultan durchgefiihrt, da sonst ein Anreizproblem entsteht:
Spender S; tritt zuriick sobald Patient P; seine Niere erhalten hat.

» Schwierig: lange Kreise = viele simultane Operationen. Wenn dagegen eine
reine Nierenspende dazukommt, wird der Kreis zum Pfad — dann wird
immer erst die Niere von Spender S; entnommen bevor Patient P; seine
Spende bekommt.

» Sehr oft eher bindre Praferenzen: Niere passt zum Patienten oder nicht.
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Nierenaustausch
Organspende durch Matching

Ansatz mit Matching in einem Graphen G = (V, E):
» Fiir Patient P; sei I/; die Menge von kompatiblen Spendern
» Jedes Paar (P;, S;) ist ein Knoten v; € V

» Wir suchen einfache Austausche bzw. Kreise der Lange 2:
Kante {v;,v;} € E wenn S; € E; und S; € E;

» Patient kann bei Nennung der Menge FE; liigen
» Offensichtlich: Es lohnt sich nur ein F; C E; zu liigen

Matching-Mechanismus fiir Nierentausch:
» Frage die Mengen F; der Patienten ab
» Erstelle Graph G wie oben, wobei E = {{v;,v;} | S; € F};,S; € F;}
» Berechne ein Matching M von G mit groBter Kardinalitat

» Nierentausch gemal der Kanten in M
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Nierenaustausch
Maximum Matching mit Prioritatsliste

Das Maximum Matching ist nicht eindeutig. Verschiedene maximum Matchings
verteilen die Nieren an unterschiedliche Patienten. Wir miissen das Matching auf
eine “monotone” Art wiahlen. Dafiir priorisieren wir die Patienten. Das ist ein
tiblicher Ansatz, z.B. bei der Erstellung von Wartelisten fiir die Organspende.

Maximum Matching mit Prioritdten

1. Sei My die Menge aller maximum Matchings von G

2. fori=1,2,3,...,ndo

3. Sei Z; die Menge von Matchings in M;_1, in denen Knoten v; gematcht
ist

if Z; 20 then M; < Z;; else M; < M;_1.
5. return beliebiges Matching aus M,

&

Satz
Der Matching-Mechanismus mit Prioritdten fiir Nierenaustausch ist
anreizkompatibel.
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Stabiles Matching
Erinnerung: Stabiles Matching

» Menge X von n Mannern, Menge ) von n Frauen

» Jeder Mann z € X hat Praferenzordnung >, lber alle y € ).
» Jede Frau y € Y hat Préferenzordnung >, iiber alle z € X.
» Jede Person ist lieber verparntnert als allein.

» Fiir ein Matching M sei M (z) € ) die Partnerin von Mann z € X in M,
und M(y) € X der Partner von Frau y € Y in M.

» Sei M(z) = * wenn z allein in M, und M(y) = % genauso.
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Stabiles Matching
Stable Matching

Wann ist ein Matching stabil? Was ist eine Gefahr fiir Stabilitat?

» In M ist {x,y} ein blockierendes Paar é_é
genau dann wenn z und y sich gegenseitig .
lieber mdgen als ihre jeweiligen Partner AN
y' = M(z) und ' = M(y). .
» Ein Matching M ohne blockierendes Paar N
ist ein stabiles Matching. O—O
z’ Y

Satz (Gale, Shapley 1962)

Der Deferred-Acceptance Algorithmus berechnet ein stabiles Matching nach
héchstens n? Iterationen.

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018

Mech en ohne Geld



Stabiles Matching
Deferred Acceptance Algorithmus

Deferred-Acceptance Algorithmus (mit Mannerantrag):
1. while es gibt ungematchten Mann =z € X do
2. x macht der liebsten Frau y einen Antrag, die ihn noch nicht ablehnt
if y ungematcht then {z,y} vorlaufig gematcht;

3

4. else if y vorldufig gematcht mit =’ then

5 if z =, =’ then {x,y} vorlaufig gematcht, y lehnt =" ab;
6

else {z’,y} vorliufig gematcht, y lehnt x ab;

Der Deferred-Acceptance Algorithmus ist unterspezifiziert: Es wird nicht gesagt,
welcher Mann als nichstes einen Antrag macht.

» Gibt es mehrere stabile Matchings?
» Kann der Algorithmus mehrere (alle?) stabile Matchings berechnen?
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Stabiles Matching
Eindeutigkeit

1) A e——90 1 (A B)

12 B &——0O (B, A)

Stabile Matchings sind nicht eindeutig. In diesem Fall gibt es ein manneroptimales
Matching (durchgezogen) und ein frauenoptimales (gestrichelt), bei dem jede(r)
gleichzeitig den(die) beste(n) Partner(in) bekommt.

Sei h(z) € ) die beste Frau, so dass 3 stabiles Matching M’ mit M'(x) = h
Sei h(y) € X der beste Mann, so dass 3 stabiles Matching M’ mit M'(y) = h(y).

Definition
Ein stabiles Matching M ist
» manneroptimal wenn M (x) = h(z) fir alle z € X.

» frauenoptimal wenn M (y) = h(y) fiir alle y € Y.

Martin Hoefer Algorithmische Spieltheorie 2018

Mechanismen ohne Geld



Stabiles Matching
Optimalitat

In einem optimalen Matching bekommen alle Spieler einer Seite gleichzeitig den
besten Partner, die sie in irgendeinem stabilen Matching bekommen kénnen.

Es ist gar nicht klar, ob so etwas iiberhaupt moglich ist.

Der folgende Satz beweist dies, und sogar noch mehr: Egal in welcher Reihenfolge
die Antridge im Algorithmus gemacht werden, es kommt immer ein eindeutiges
optimales Matching heraus.

Satz
Der Deferred-Acceptance Algorithmus mit Mannerantrag berechnet immer genau
das manneroptimale stabile Matching und mit Frauenantrag das frauenoptimale.
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Stabiles Matching
Optimalitat

Beweis: Mit Widerspruch zur Stabilitat:

» Sei M das Matching des Algorithmus mit Mannerantrag.

> Sei M’ stabiles Matching, in dem ein Mann j € X eine strikt bessere
Partnerin M'(j) »=; M(j) bekommt.

> Da M'(j) =; M(j), gibt es eine Iteration im Algorithmus, in der j der Frau
M’ (j) einen Antrag gemacht hat und abgelehnt wird.

» Eventuell gibt es noch mehr Iterationen im Algorithmus, in denen ein Mann
x von der Partnerin M'(z) in M’ abgelehnt wird.

> Betrachte die erste dieser Iterationen. Frau M’(x) lehnt Mann = nur ab,
weil sie einen besseren Antrag von Mann i # = bekommt (d.h. i > (5 2).

> Da dies die allererste Ablehnung dieser Art ist, mag Mann i die Frau M'(z)
mehr als M’(i) (d.h. M'(z) =; M'(3)).

> Also ist (i, M’'(z)) ein blockierendes Paar in M’ und M’ kein stabiles
Matching — Widerspruch O
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Stabiles Matching
Antrdge und Anreize

Satz
Der Deferred-Acceptance Algorithmus mit Mannerantrag ist anreizkompatibel fiir
die Manner.
Beweis:
Wir vereinbaren folgende Notation. Ein Liigner habe oBdA die Nummer 1.
» Echtes Profil: m = (1, ..., >x), Algorithmus berechnet M

> Mann 1 liigt: 7’ = (', =2, ..., >=n), Algorithmus berechnet M’

Wenn Liigen profitabel ist, dann M’(1) =1 M(1). Wir werden zeigen, dass in
diesem Fall M’ nicht stabil ist fiir 7’ — ein Widerspruch.

Die folgende Behauptung zeigt, dass in der Menge der Manner, die von der Liige
profitieren, die zugewiesenen Partnerinnen untereinander ausgetauscht werden.
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Stabiles Matching
Antrdge und Anreize

Behauptung

Seien R = {x | M'(z) >, M(x)} die Manner, die in M’ profitieren. Fiir jeden
Mann x € R und seine neue Partnerin y = M’(z) ist der Partner z’ = M (y) in
M auch 2’ € R.

Beweis:

» 2’ = 1: Klar, 2’ € R per Annahme, dass 1 liigen méchte

> ' £ 1: Dax € Rgilt y =, M(x). Dann 2’ =, z, denn sonst hitte M das
blockierende Paar {z,y}.

> Also: M'(z") =, y, denn sonst hitte M’ das blockierende Paar {z’,y}.
> Also: M'(z') =, M(x") und somit ' € R. 0 (Behauptung)

Die Menge der Partnerinnen von profitierenden Mannern ist also in beiden
Matchings M und M’ die gleiche: T = {y | M(y) € R} ={y | M'(z) € R}.
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Stabiles Matching
Antrdge und Anreize

Da alle Manner aus R besser gematcht sind in M’, sind alle Frauen aus T
schlechter gematcht, sonst gib es ein blockierendes Paar in M.
Betrachte nun die Berechnung von M mit dem echten Profil 7

» Sei x der letzte Mann von R, der einen Antrag macht.

> Dieser Antrag geht an seine endgiiltige Partnerin y = M (z) € T

» Keine weiteren Antrage von Mannern in R, daher alle auBer x schon
gematcht wie in M. Also: y hat M’(y) in einer Runde davor abgelehnt.

> y kann nur einen Antrag eines Mannes 2’ ¢ R haben mit 2’ =, M’'(y).

> 2’ ¢ R bedeutet M (x’) =, M'(z"), und Ablehnung von y bedeutet
Y =t M(x/)

> Somit y =, M'(z") und 2’ =, M'(y).

» Daz’ € R, gilt ' # 1. Also hat M’ ein blockierendes Paar fiir 7/, ein
Widerspruch. O (Satz)
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Stabiles Matching

Nicht anreizkompatibel fiir die passive Seite

Deferred-Acceptance mit Frauenantrag ist nicht anreizkompatibel fiir Manner:

A B A A

A [d s A &

C B C C B C
Frauen: 1 2 3 1 2 3
Manner: B

W [w] - >
o [E e |o
[P @ =0
w w [=] >

[«]
[M] w =0
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Stabiles Matching
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Stabiles Matching
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