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Wardropspiele
Verkehrsmodell von Wardrop

Ein Wardropspiel ist gegeben durch
> einen gerichteten Graphen G = (V, E)
> k Arten von Verkehr (genannt “Commodities”) mit Quelle-Senke-Paar
(si, ti) und Aufkommen (genannt “Rate”) r;, fiir i € [k] = {1,..., k}
» Latenzfunktionen d. : [0,1] — R, fiir e € E

» Commodity i besteht aus unendlich vielen, infinitesimal kleinen Spielern
mit Gesamtmasse r;.

Wardropspiele dienen als Modell fiir Systeme mit einer Vielzahl von Nutzern, in
denen der EinfluB eines einzelnen Akteurs sehr gering ist (z.B. riesige Verkehrs-
oder Computernetzwerke).
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Wardropspiele
Wardropspiele mit einer Commodity

Vereinfachende Annahmen:
» Latenzfunktionen sind nicht-negativ, nicht-fallend und konvex.
» Wir betrachten Spiele mit einer Commodity, Quelle s und Senke t.

» Rate normalisiert auf n = 1.

Fliisse und Latenzen im Wardropspiel:
» Sei P die Menge von Pfaden P von s nach t.
» Ein FluB liefert einen FluBwert fp € [0, 1], fiir jeden P € P, mit
ZPE’P fp=1.
» Der KantenfluB auf e € E ist f. = Zpae fp.
» Die Latenz auf Kante e € E bei FluB f ist de(f.).
» Die Latenz auf Pfad P € P bei FluB f ist dp(f) =Y. p de(fe).

ecp Me
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Wardropspiele
Wardrop-Gleichgewicht

Definition (Wardrop-Gleichgewicht)

Ein FluB f ist ein Wardrop-Gleichgewicht wenn fiir jedes Paar von Pfaden
Pi, P, € P mit fP1 > 0 gilt dpl(f) < dpz(f)

Beobachtungen:

» Im Wardrop-Gleichgewicht werden nur Flusswerte angegeben, aber kein
expliziter s-t-Pfad fiir jeden der unendlich vielen einzelnen Spieler.

» Wenn wir die Spieler gemaB der Flusswerte auf Pfade verteilen, bekommt
jeder Spieler einen Pfad mit momentan optimalen Kosten.

» Im Wardrop-Gleichgewicht kénnte es aber auch endlich viele Spieler
geben, die suboptimale Pfade wihlen. Da diese infinitesimal klein sind,
fallen sie bei der FluBbedingung nicht ins Gewicht.
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Preis der Anarchie
Soziale Kosten

Wir betrachten soziale Kosten als die durchschnittliche Latenz aller Pfade.
Definition (Soziale Kosten)

Die sozialen Kosten eines Flusses f sind das gewichtete Mittel der
Spieler /Pfadlatenzen

C(F)=>_de(f) - fo=> de(f)fo .

pPeP eckE
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Preis der Anarchie

Wardropspiele — Beispiel

Soziale Kosten: 2 Soziale Kosten: 1.5

Braess Paradoxon: Zerstoren einer schnellen Verbindung verbessert die
Kosten im Gleichgewicht fiir jeden einzelnen Spieler.
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Preis der Anarchie
Der Preis der Anarchie

Wie gut sind die sozialen Kosten in einem Wardrop-Gleichgewicht?

Welche Parameter des Spiels haben EinfluB auf die sozialen Kosten?

ef Soziale Kosten des schlechtesten Gleichgewichts
Optimale soziale Kosten

Preis der Anarchie

def  Soziale Kosten des besten Gleichgewichts
Optimale soziale Kosten

Preis der Stabilitit

Satz (Roughgarden, Tardos, 2002)
Der Preis der Anarchie in Wardropspielen mit affin-linearen Latenzfunktionen

ist héchstens 4/3.
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Preis der Anarchie

Preis der Anarchie — Beweis (Correa, Schulz, Stier-Moses, 2008)

Sei f ein FluB im Gleichgewicht. Sei g ein beliebiger FluB.
C(f) = > fode(f)

PEP

< > grde(f)

PeP

= de de(fé)

ecE

= de (de(ge) + de(fe) — de(ge))

eckE

= C(g)+ )& (de(f) — de(ge)) -

ecE
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Preis der Anarchie

Preis der Anarchie — Beweis (Correa, Schulz, Stier-Moses, 20

Lemma
Fiir jede Kante e € E,

g (d(f) ~ d(g) < gFoce(f) -

Beweis:

Das Lemma gilt offensichtlich wenn f. < ge, da in diesem Fall de(f.) < de(ge)-
Damit ist die linke Seite der Gleichung héchstens 0.
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Preis der Anarchie

Preis der Anarchie — Beweis (Correa, Schulz, Stier-Moses, 200

Sei nun f. > g. wie im folgenden Bild der Funktion d..

8e fe
Durch Vergleich der Gebiete in der Zeichnung sehen wir

g (d(f) ~ dulg) < gfoce(f) -

Damit ist das Lemma gezeigt. O
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Preis der Anarchie

Preis der Anarchie — Beweis (Correa, Schulz, Stier-Moses, 2008)

Anwendung des Lemmas ergibt

C(f) = C(g)+ Y g (de(f) — de(g))

e€E
1
< @+ iY R
eckE
1
= Cle)+5C() -
Daher gilt 2 C(f) < C(g) fiir jeden FluB g. Der Satz ist gezeigt. O

Theorem (Roughgarden, Tardos, 2002)

In Wardropspielen, in denen die Latenzfunktionen positive Polynome vom Grad
d sind, ist der Preis der Anarchie ist héchstens d + 1.
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Eindeutig|
Existenz und Eindeutigkeit

Satz (Beckmann, McGuire, Winsten, 1956)

In jedem Wardropspiel mit stetigen Latenzfunktionen gibt es mindestens ein
Wardrop-Gleichgewicht. Fiir stetige, streng monoton steigende Funktionen sind
die Kantenfliisse im Gleichgewicht eindeutig.

Beweisidee:
Das Wardropspiel hat eine Potenzialfunktion

o(f) :Z/:O de(x)dx .

Wir betrachten einen FluB, der das Potenzial minimiert, und formulieren dies
als Optimierungsproblem:
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Eindeutig|
Existenz und Eindeutigkeit

fe
Minimiere Z/ . (x)dx

ecE
so dass fo = Z fp fir jedes e € E
ecPcP
(1)
S o=
PEP
fr > 0 fiir jedes P € P

Jede Latenzfunktion d. ist stetig. Daher ist

fe
J(f) = /:0 do(x)dx

stetig differenzierbar. Somit existiert eine optimale Lésung des Problems.
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Eindeutigkeit
Existenz und Eindeutigkeit

Mit fo = 3. pep fr gilt fiir die Ableitung

C;jﬁ’eeZE/xeode(X)dX = S0d(f) = delfe) .

Die Rate 1 muss optimal auf die Pfade verteilt werden. Wir verringern ®(f),
indem wir fp mit hoher Ableitung verringern und dafiir fpr mit kleiner
Ableitung erhdhen. Im Optimum kann also kein FluB von Pfaden mit hoherer
Latenz auf Pfade mit kleinerer Latenz verschoben werden.

Daher gilt in der optimalen Ldsung fiir jeden Pfad P mit fp > 0 und jeden
beliebigen Pfad P’, dass dp(f) < dp/(f). Die optimale Lésung ist also ein
Wardrop-Gleichgewicht.
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Eindeutigkeit
Existenz und Eindeutigkeit

Wenn d. streng monoton steigend in f. ist, gilt das auch fiir dp in fp. Dann ist
®(f) streng konvex in fp. Wenn ®(f) streng konvex ist, dann ist die optimale
Lésung fiir die f. eindeutig. O

Anmerkungen:
» Eindeutige Kantenfliisse = Eindeutige soziale Kosten im Gleichgewicht.
Daher gilt in diesen Spielen: Preis der Anarchie = Preis der Stabilitat.
» Eindeutigkeit gilt nicht fiir die Aufteilung in Pfadfliisse fp.

» Problem (1) kann mit dem Ellipsoidverfahren fiir konvexe Minimierungs-
probleme in polynomieller Zeit geldst werden (approximativ bzgl. einer
vorher bestimmten numerischen Genauigkeit).

Korollar
Ein Wardrop-Gleichgewicht kann in polynomieller Zeit berechnet werden.
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Eindeutigkeit
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