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Wer ist wer?

Wir: Professur fir Algorithmen und Komplexitat

@ Martin Hoefer (Vorlesungen)
R 115-RMS 11-15, mhoefer@em.uni-frankfurt.de

@ Tim Koglin, Marco Schmalhofer (Ubungskoordination)
R104a, R114 — RMS 11-15, algol22@cs.uni-frankfurt.de

@ Timo Eisert, Niklas Fleischer, Lukas Geis, Marius Hagemann, Lukas
Harren, Alexander Hengstmann, Melvin Kallmayer, Aura Sofia Lohr,
Patrick Raphael Melnic, Julian Mende, Anton Micke, Niklas Oberender,
Toprak Saricerci, Gerome Stiler, Jonas Strauch, Tolga Tel, Christine
Thomas (Tutoren)

@ algo.cs.uni-frankfurt.de
— Sommer 2022 — Algorithmen und Datenstrukturen 1

Wer sind Sie?
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Worum geht’'s?
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Abstrakte Datentypen und Datenstrukturen

Ein abstrakter Datentyp ist eine Sammlung von Operationen auf einer Menge von
Objekten. Eine Datenstruktur ist eine Implementation eines abstrakten Datentyps

)

Ein Beispiel fiir haufig auftretende Operationen:
Das Einfiigen und Entfernen von Schiiisseln nach ihrem Alter.

@ Wenn der jiingste Schllssel zu entfernen ist:
Waéhle die Datenstruktur ,Stack".

@ Wenn der alteste Schlissel zu entfernen ist:
Wabhle die Datenstruktur ,Schlange” (engl. ,Queue®).

@ Wenn Schlissel Prioritdten besitzen und der Schllissel mit héchster Prioritéat zu
entfernen ist: Wahle die Datenstruktur Heap.
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Worum geht’s?

Gegeben sei ein abstrakter Datentyp. Entwerfe eine mdglichst effiziente Datenstruktur. )

@ Welche abstrakten Datentypen?

» Stack:
Einfligen und Entfernen des jlingsten Schllssels.
» Warteschlange:
Einfligen und Entfernen des altesten Schllssels.
» Prioritatswarteschlange:
Einfiigen und Entfernen des wichtigsten Schllssels.
» Worterbuch:
Einfligen, Entfernen (eines beliebigen Schllssels) und Suche.

@ Was heif3t Effizienz?

» Minimiere die Laufzeit und den Speicherplatzverbrauch der einzelnen
Operationen.

» Wie skalieren die Ressourcen mit wachsender Eingabelange?
— Asymptotische Analyse von Laufzeit und Speicherplatzverbrauch
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Worum geht’s?

Wie kénnen wir effiziente Algorithmen entwerfen? Wie kénnen wir dabei effiziente
Datenstrukturen geschickt einsetzen? J

Algorithmen?

@ Algorithmen fir Graphen: Berechne ...

alle Zusammenhangskomponenten eines Graphen
einen minimalen Spannbaum eines Graphen
einen kirzesten Weg von Knoten u nach Knoten v
@ Generelle Entwurfsmethoden fur Algorithmen:
Greedy (z.B. zur Ablaufplanung)
Divide & Conquer (z.B. zum Sortieren)
Dynamische Programmierung (z.B. fir Paarweises Alignment)

Effizienz?
— Asymptotische Analyse von Laufzeit und Speicherplatzverbrauch
Martin Hoefer
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Worauf wird aufgebaut?

(1) Diskrete Modellierung (bzw. Vorkurs):
» Vollsténdige Induktion und allgemeine Beweismethoden.
» Siehe hierzu auch die Seite des Vorkurs Informatik mit Folien zu
Beweistechniken, Induktion und Rekursion und Asymptotik und
Laufzeitanalyse.

(2) Grundlagen der Programmierung 1:
» Kenntnis der elementaren Datenstrukturen

(3) Lineare Algebra und Analysis:

- Logarithmen,
- Grenzwerte und
- asymptotische Notation.
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https://www-stud.informatik.uni-frankfurt.de/~lz_inf/Vorkurs/SoSe16/webseite.html

Literatur (1/2)

- Skripte und Folien zur Vorlesung finden Sie auf der Webseite der
Veranstaltung.

- T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, C. Stein, “Introduction to
Algorithms”, 2002.
- M. T. Goodrich, R. Tamassia, D. M. Mount, “Data Structures and
Algorithms in C++”, 2003.
M. Dietzfelbinger, K. Mehlhorn, P. Sanders, “Algorithmen und
Datenstrukturen, die Grundwerkzeuge”, 2014.
R. Sedgewick, “Algorithmen in C++”, 2002.
J. Kleinberg, E. Tardos, “Algorithm Design”, 2013.
Far mathematische Grundlagen:
» N. Schweikardt, Diskrete Modellierung, eine Einfihrung in grundlegende
Begriffe und Methoden der Theoretischen Informatik, 2013. (Kapitel 2,5)

» D. Grieser, Mathematisches Problemld6sen und Beweisen, eine
Entdeckungsreise in die Mathematik, Springer Vieweg 2012.
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Literatur (2/2)

Samtliche Textblcher befinden sich auch in der Bibliothek im
Semesterapparat von “Algorithmen und Datenstrukturen 1”.

Die Bibliothek befindet sich im 1. Stock in der Robert-Mayer Strasse 11-15.
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Organisatorisches
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Ubungsbetrieb

Alle Details auf der Webseite!
Anmeldung zu Ubungen im AUGE-System bis Mittwoch, 13.04.
Ubungsblatter erscheinen i.d.R. jeden Dienstag auf der Webseite.

Lésungen (als eine PDF-Datei) sind nach einwéchiger
Bearbeitungszeit online Gber das SAP-System abzugeben.

Nach Anmeldung fir die Ubungen iber AUGE bekommen Sie per Email
ihren individuellen Abgabelink fiir das SAP-System. Dieser Link ist das
ganze Semester lang fur Sie guiltig.

Ubungsgruppen treffen sich ab (ibernachste Woche Montag, 25.04.
Heute Ausgabe 0. Ubungsblatt (ohne Abgabe), Besprechung ab 25.04.

Ausgabe 1. Ubungsblatt: Dienstag, 19.04. (Abgabe bis 26.04.,
Besprechung ab 02.05.)

Ubungsaufgaben sollten mit Anderen besprochen werden, aber
Lésungen miissen eigenstandig aufgeschrieben werden!
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Klausur

@ Hauptklausur: Montag, 08. August 2022, ab 9:00 Uhr.
@ Zweitklausur: Freitag, 14. Oktober 2022, ab 9:00 Uhr.

@ Die in den Ubungen erreichten Punkte werden mit einem Maximalgewicht
von 10% zu den Klausurpunkten hinzugezahit:

Werden in der Klausur x% und in den Ubungen y % erzielt,
dann ist z = x + (y/10) die Gesamtpunktzahl
(v/10 kaufménnisch gerundet).

@ Die Veranstaltung ist bestanden, wenn die Klausur bestanden ist
(i.d.R. wenn x > 50).

@ Wenn die Klausur bestanden ist, hangt die Note von der
Gesamtpunktzahl z ab.
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Bevor es losgeht ...

@ Vor- und Nachbereitung der Vorlesungen
@ Unbedingt am Ubungsbetrieb teilnehmen und Aufgaben bearbeiten!

Von den Teilnehmern, die 50% der Ubungspunkte erreichen, bestehen
nahezu 100% auch die Klausur!

@ Teamarbeit vs. Einzelk&mpfer
@ Studieren lernen — der richtige Umgang mit den Freiheiten

@ Sprechstunde vereinbaren per Email.
Oder versuchen Sie es auf gut Gliick (Raum 115, R.M.S. 11-15).

Helfen Sie uns durch
@ ihre Fragen,
@ Kommentare
@ und Antworten!
Die Veranstaltung kann nur durch Interaktion interessant werden.
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Mathematische Grundlagen
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Vollstandige Induktion

Ziel: Zeige die Aussage A(n) fur alle natiirlichen Zahlen n > ny.

Die Methode der vollstandigen Induktion

1. Zeige im INDUKTIONSANFANG die Aussage A(np) und
2. im INDUKTIONSSCHRITT die Implikation

(A(no) NA(ng +1)A--- ANA(N) = A(n+1)
fur jede Zahl n mit n > ny.

A(no) ANA(ng + 1) A -+ - A A(n) heiBBt Induktionsannahme.

Héaufig nimmt man ,nur“ die Aussage A(n) in der Induktionsannahme an.
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Wiederholung? (1) demogr

Mathematische Grundlagen:

n
Gesucht ist eine kurze Formel fiir Zi
i=1

° (1) n(n2—1)

° (2 "G

e (3) n22—1

@ (4) Habich malirgendwann gelernt...

@ (5) Zahlen als Buchstaben!?!?
Aufldsung: (2) 22D (wie beweist man das?)
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Die Summe der ersten n Zahlen

n
Zi:1+2+...+n:w. J
i=1

@ Vollstédndige Induktion nach n:
Induktionsanfang fiir n=1: 3.}, i=1und X0 — 1.«
Induktionsschritt von nauf n+ 1:
> Wir nehmen an, dass 7, i = 22 gjlt.
> Zn+11 i = E 1/+(n+1) n- n+1 +(n+1) _ n-(n+1)-§2-(n+1) _ (n+2)é(n+1) _
() 7t2) ynd das war zu zelgen. v
@ Ein direkter Beweis:
» Betrachte ein Gitter mit n Zeilen und n Spalten: n* Gitterpunkte.
» Wir missen die Gitterpunkte unterhalb der Hauptdiagonale und auf der
Hauptdiagonale zahlen.
» Die Hauptdiagonale besitzt n Gitterpunkte und unterhalb der
Hauptdiagonale befindet sich die Halfte der verbleibenden n®> — n
Gitterpunkte. Also folgt 37, i = n 4 T2 = 040
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Wiederholung? (2) demogr

Mathematische Grundlagen:

n
Gesucht ist eine kurze Formel fir > " a' mit a# 1.

i=0
o (1) 2-a"

n+2
'Y (2) a . 1
°@d) o
o (4) a‘n~(2n—1)
@ (5) Keine Ahnung...

a1

Auflésung: (3) ——— (wie beweist man das?)
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Die geometrische Reihe

w 1 _
Za’:%fallsa;&t

i=0

@ Volistédndige Induktion nach n:
Induktionsanfang fir n=0: 30 ;&' = 1und £-51 = 1. v
Induktionsschritt von nauf n+ 1:
> Wir kénnen annehmen, dass 37 & = =1 gilt. Dann ist

n+1 n i n+1 _ a1 n+1 gt g2 gt g2y
> Y d = Zi_:oa ta’ =g ta’ = o =4+ und
das war zu zeigen. v/

@ Ein direkter Beweis:

(a—1)->1,4

a- 21”051’ Yroa
_ Zn+ Z; Oal — gl — g0 = g1 —_ 1

und das war zu zeigen. v’
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Binomialkoeffizienten

n _ n-(n— 1)2(7(k+1)_k|(g!k)! fals1 <k<n-—1,
k 1 falls k = 0 oder k = n.

@ Sei S eine Menge von n Elementen. Dann hat S genau () Teilmengen
der GroBe k.

@ Binomischer Lehrsatz: Es gilt (a+ b)" = 3", _, (1)@ b" . Also ist
n
Z (7) = 2": eine n-elementige Menge hat 2" Teilmengen.
i=0

@ Sei Perm(S) die Menge aller Permutationen von S. Dann ist
|Perm(S)| = n!
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k-elementige Teilmengen der Menge {1, ..., n}

Wieviele k-elementige Teilmengen von {1,..., n} gibt es?
Wir fihren eine Induktion nach n.

@ Induktionsanfang fiir n = 1:
1 1
> =G =1
» Es gibt genau eine Teilmenge von {1} mit keinem Element sowie genau eine
Teilmenge mit einem Element.

@ Induktionsschritt: Wir wissen, dass {1,...,n} genau (Z) Teilmengen mit
genau k Elementen hat.
» Wieviele k-elementige Teilmengen von {1,...,n, n+ 1} besitzen das

Element n+ 1 nicht?
Nach Induktionsannahme genau (}) Teilmengen.
» Wieviele k-elementige Teilmengen von {1,...,n, n+ 1} besitzen das
Element n+17?
Nach Induktionsannahme genau (,",) Teilmengen.

i _ ! | __ ni(k=D)(n—(k=1)!4+nlki(n—K)! __
> Esist () + (,"y) = Tt T e = Kk iR (k=) =
1(n—(k—1))+nik 10+ 1)1 -
”(k’}(n(_(kj)&’!’ = k!(nn<+~1+_>k)! = k!(%lk)! = (";") und das war zu zeigen.
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Binarsuche
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Binarsuche

Ein Arra
| ’ A= (A[1],...,A[n])

von n Zahlen und eine Zahl
X

ist gegeben: Wir méchten wissen, ob und wenn ja wo die Zahl x in A
vorkommt.

@ Wenn A nicht sortiert ist, dann wird die lineare Suche bis zu n Zellen des
Arrays inspizieren.

@ Wenn das Array aber aufsteigend sortiert ist, dann kénnen wir
Binarsuche anwenden.
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Binarsuche: Ein Programm

void Bindrsuche( int unten, int oben){
if (oben < unten)
std::cout « x « “ wurde nicht gefunden.“« std::endl;
int mitte = (unten+oben)/2;
if (A[mitte] == x)
std::cout « x « “wurde in Position “ « mitte « “ gefunden.” « std::endl;
else{
if (x < A[mitte])
Binarsuche(unten, mitte-1);
else
Binarsuche(mitte+1,0ben);}}

Wir sagen, dass Zelle
A[mitte]

im ersten Aufruf inspiziert wird.
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Binarsuche: Korrektheit

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion nach
d = oben — unten+ 1,

dass der Aufruf Binarsuche(unten,oben) das korrekte Ergebnis liefert.

@ Induktionsanfang fir d = 0: Es ist d = oben — unten+1 =0
= oben < unten.

Bin&rsuche(unten, oben) bricht ab mit der Antwort
»X wurde nicht gefunden®. v/
@ Induktionsschritt d — d + 1: Esist oben — unten+1 =d + 1.
» Wenn A[mitte] = x, dann wird mit Erfolgsmeldung abgebrochen. v/
» Ansonsten, wenn x < A[mitte], sucht Binarsuche richtigerweise in der linken
Hélfte und sonst in der rechten Hélfte.

» Die rekursive Suche in der linken bzw. rechten Halfte verlauft aber nach
Induktionsannahme korrekt. v/
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Wiederholung? (3) demogr

Wie grof3 ist die maximale Anzahl inspizierter Zellen in der Bindrsuche in
einem Array mit n = 2K — 1 Zellen?

e (1) n
(2 n-k
° (3 [VKI
e (4) k

@ (5) Nur Kleingeister suchen, das Genie beherrscht das Chaos!
Auflésung: (4) k (wie beweist man das?)
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Binarsuche: Die Laufzeit

Wie grof3 ist
T(n) := maximale Anzahl inspizierter Zellen fUr ein Array mit n Zellen,
firn=2k - 1?2

Hier ist eine rekursive Definition von T(n):
- Rekursionsanfang: T(0) := 0.

- Rekursionsschritt: T(n) := T(251) + 1.

1. Wir haben n = 2k — 1 gefordert. Beachte: 25! = 2KT—2 =2k=1 _ 1,

2. Wir zeigen T(2% — 1) = k mit vollstandiger Induktion nach k.
Induktionsanfang: 7(2° — 1) = T(0) = 0. v
Induktionsschritt: T(2k1 — 1) = T(2k — 1) 4 1 "ouktonsannahme 4o, 4/

Bin&rsuche muss hdchstens k Zahlen inspizieren gegeniiber 2« — 1 Zahlen fiir
die lineare Suche: Lineare Suche ist exponentiell langsamer als Binérsuche. J
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Unser Freund, der Logarithmus
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Rechnen mit Logarithmen

Seien a > 1 und x > 0 reelle Zahlen. log,(x) ist der Logarithmus von x zur
Basis a und stimmt mit z genau dann Uberein, wenn a% = x.

(a) aIOga(X) = X.

(b) loga(x - y) = log, X + log, y.

() loga(x¥) =y - loga(X).

(d) log,x = (log, b) - (log X). Wir ,ibersetzen” von Basis a in Basis b.

v

Was ist 4'°g21?

o |Og2 n= (|0g2 4) . (|0g4 n) m|t (d)

o 4Iog2n _ 4(Iog2 4)-(logy n) — (“_Iog4 n)log24 _ n2 mit (a)
Was ist b'oga*?

@ log, x = (log, b) - (log, Xx) mit (d).

@ blogaX — b(loga b)-(logp x) — (blogb X)Iogab — xloga b mit (a)
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Laufzeitmessung
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Eingabelange

Wie gut skaliert ein Programm, d.h.
wie stark nimmt die Laufzeit zu, wenn die Eingabelange vergréBert wird? J

Was ist denn Uberhaupt die Ladnge einer Eingabe?

— Definiere Eingabelange abhangig von der Problemstellung. Zum Beispiel:
(a) Wenn ein Array mit n ,Schliisseln® zu sortieren ist, dann ist
die Anzahl n der Schlussel

ein vernlnftiges Maf flr die Eingabelange.

(b) Wenn ein algorithmisches Problem fiir einen Graphen mit Knotenmenge
V und Kantenmenge E zu l6sen ist, dann ist die Summe

V] + |E]|
der Knoten- und Kantenzahl sinnvoll.
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Die worst-case Laufzeit

Sei P ein Programm. Fiir jede Eingabelénge n setze J

Zeitp(n) = groBte Laufzeit von P auf einer Eingabe der Lénge n.

Wenn also die Funktion
Lange : Menge aller méglichen Eingaben — N

einer Eingabe x die Eingabelénge ,Lange(x)" zuweist, dann ist

Zeitp(n) = gimax Anzahl der Schritte von Programm P flr Eingabe x
Ingabe x
Léngge(x):n

die ,worst-case Laufzeit” von P fir Eingaben der Lange n.
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Laufzeitmessung

Fir welchen Rechner sollen wir die Laufzeit berechnen?

@ Analysiere die Laufzeit auf einem abstrakten Rechner:

» Der Speicher besteht aus Registern, die eine ganze Zahl speichern kénnen.

» Eine CPU fiihrt einfache boolesche und arithmetische Operationen aus.

» Daten werden zwischen CPU und Speicher durch (indirekte) Lade- und
Speicherbefehle ausgetauscht.

@ Damit ist die Laufzeitberechnung fir jeden modernen sequentiellen
Rechner giiltig, aber wir erhalten fiir einen speziellen Rechner nur eine

bis auf einen konstanten Faktor

exakte Schatzung.
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Laufzeitmessung far welche Programmiersprache

und welchen Compiler?

@ Wir ,sollten“ mit einer Assemblersprache arbeiten: Wir sind vom Compiler
unabhéangig und die Anzahl der Anweisungen ist relativ klein.

@ Aber die Programmierung ist viel zu umstandlich und wir wéhlen deshalb
C++ bzw. Pseudocode.

@ Die Anzahl ausgefihrter C++ Befehle ist nur eine Schatzung der
tatsachlichen Anzahl ausgefihrter Assembler Anweisungen.

@ Unsere Schatzung ist auch hier nur
bis auf einen konstanten Faktor

exakt.
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@ Was ist ein Algorithmus?
Eine prédzise definierte Rechenvorschrift, formuliert in ,,Pseudocode”.

@ Und was ist Pseudocode?
Eine Mischung von Umgangssprache, Programmiersprache und ma-

thematischer Notation.
Typischerweise ist Pseudocode kompakter, aber gleichzeitig auch leichter
zu verstehen als entsprechender Code einer Programmiersprache.

Pseudocode folgt keinen klaren Regeln, aber natiirlich muss eine
nachfolgende Implementierung trivial sein! J

Beispiele und Aufgaben zu Pseudocode auf der Vorlesungshomepage!
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Laufzeit: Skalierung bei wachsender Eingabelange

Wie skaliert die Laufzeit eines Algorithmus oder einer Datenstruktur wenn die
Eingabelange wéachst? J

@ Eine exakte Laufzeitbestimmung fir alle Eingaben ist oft schwierig.
@ Wir betrachten die worst-case Laufzeit in Abhangigkeit von der
Eingabelange.
» Unsere Laufzeitbestimmung ist letztlich nur eine, bis auf einen konstanten
Faktor exakte Schéatzung.
» Wir interessieren uns vor allen Dingen fir die Laufzeit ,groBer* Eingaben
und ,unterschlagen” konstante Faktoren.

Wir erhalten eine von der jeweiligen Rechnerumgebung unabhangige
Laufzeitanalyse, die das

Wachstumsverhalten

der tatsachlichen Laufzeit verlasslich voraussagt.
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Ein Beispiel: Das Teilfolgenproblem

@ Die Eingabe besteht aus n ganzen Zahlen ay, ..., ap.
@ Definiere f(i,j) = ai+ aj;1 +---+ g far1 <i<j<n.
@ Das Ziel ist die Berechnung von

max{f(i,)[1 <i<j< n),

also die maximale Teilfolgensumme.

Anwendungbeispiel fir Aktien: Berechne den gré3ten Gewinn fir ein
Zeitintervall.
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Algorithmen fUr das Teilfolgenproblem

Wir betrachten nur Algorithmen A, die ausschlieB3lich

Additionen und/oder Vergleichsoperationen

auf den Daten ausflhren.

@ Additionena(n) =

maxa, ...a,cz{ Anzahl Additionen von A fir Eingabe (a1, ...,an)}
@ Vergleiche,(n) =
maxa, ... a,cz{ Anzahl Vergleiche von A fur Eingabe (a1,...,an)}.

@ Zeita(n) = Additionena(n) + Vergleichea(n) ist die worst-case Rechenzeit
von Algorithmus A.

Martin Hoefer ALGO1 - Grundlagen 21. April 2022 38/80



Das Teilfolgenproblem: Algorithmus Ay

Max = —oo;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=i ;] <=n; j++)
{Berechne f(i,j) mit j — i Additionen;
Max = max{f(i, ), Max}; }

Wir benétigen j — i Additionen zur Berechnung von f(i, ). Also ist

Additioneng, (n Z Z j—i).

i=1 j=i
@ Eine obere Schranke: Additioneny, (n) < 37, Z L, n=n.

@ Eine untere Schranke: Add|t|onenA1(n) > S 3n/a+1 3 (Warum??),

also Additionena,(n) > 7 - 7-3 = folgt
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Die worst-case Laufzeit von A

@ Wieviele Vergleiche werden fiir die n Zahlen ay, ..., a, ausgefihrt?

Vergleiche, (n) = Zn: zn:1 = i(nfi+ 1)

=1 j=i i=1
= n+(n—1)+---+1

n

_ Z:I.:n-(/72+1)'

@ Und die worst-case Laufzeit?
> ZeitA1 (n) = Additioneng, (n) + Vergleiche, (n).

» T < Additioneng, (n) < n®. Also ist

32 + n- n+1 < Ze|tA1( ) < n + n-( !7+1)

Die Laufzeit von Ay ist kubisch :-(( J
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Die asymptotische Notation
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Die asymptotische Notation  (WICHTIG!!)

f,g : N — R>( seien Funktionen, die einer Eingabeldnge n € N eine
nicht-negative Laufzeit f(n), bzw. g(n) zuweisen.

@ Die GroB-Oh Notation: f = O(g) < Es gibt eine positive Konstante ¢ > 0
und eine natirliche Zahl ny € N, so dass
f(n) < c-g(n)
far alle n > ng gilt: f wachst hdchstens so schnell wie g.
e f=Q(g9) & g= O(f) : f wachst mindestens so schnell wie g.
@ f=0(g) & f=0(g)und g = O(f) : f und g wachsen gleich schnell.

@ Klein-Oh Notation: f = o(g) < nhm % = 0: f wéchst langsamer als g.
@ Klein-Omega: f=w(g) = nl;n;o ,J(Hl 0: f wachst schneller als g.
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Die Laufzeit von A; ist kubisch

Wir missen Zeita, (n) = O(n®) und n® = O(Zeita, (n)) zeigen. J

@ Warum gilt Zeits, (n) = O(n®)?
> Wir wissen Zeita, (n) < n® 4 (20,
> Also ist Zeita, (n) < n® + 227 < n® + % =2.n
> Zeita, (n) = O(n®): Setze ¢ =2 und ny = 0.
@ Warum gilt n® = O(Zeita, (n))?
> Wir wissen 2 + 0 < Zeit, (n).
» Also ist " < ZeltA1( ) und deshalb folgt n* < 32 - Zeity, ().
> = O(ZeltA1 (n)): Setze c =32 und ny = 0.

Zeita, (n) = ©(n®): Die Laufzeit wéchst (ungefahr) um den Faktor 8, wenn wir
die Eingabelange verdoppeln. J
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Wie schnell dominiert die Asymptotik?

Annahme: Ein einfacher Befehl benétigt 10~° Sekunden. )
n n? n n'o 2n n!
16 256 4.096 > 1072 65536 > 107
32 1.024 32.768 >10% | >4-10° > 10°%
N——
64 4.096 262.144 >10"® | >6-.10"°
—_— |
mehr als
128 16.384 2.097.152 | mehrals | mehrals | 10 Jahre
256 65.536 16.777.216 | 10 Jahre | 600 Jahre
512 262.144 | 134.217.728
1024 | 1.048.576 >10°
Million > 102 >10'8
N—— N——
mehr als mehr als

15 Minuten 10 Jahre
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Grenzwerte und die Asymptotik

Martin Hoefer ALGO1 - Grundlagen 21. April 2022 45/80



Grenzwerte

Grenzwerte sollten das Wachstum vorausssagen!

Der Grenzwert der Folge () existiere und es sei lim & = c.
@ Wenn ¢ =0, danniist f = o(g). (f wachst langsamer als g.)
@ Wenn 0 < ¢ < oo, dannist f = ©(g). (f und g wachsen gleich schnell.)
@ Wenn ¢ = oo, dann ist f = w(g). (f wachst schneller als g.)

@ Wenn 0 < ¢ < oo, danniist f = O(g).
(f wachst héchstens so schnell wie g.)

@ Wenn 0 < ¢ < oo, danniist f = Q(g).
(f wachst mindestens so schnell wie g.)
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Wachstum des Logarithmus

Far alle reelle Zahlen a > 1 und b > 1 gilt

log, n = ©(logy n). J

Warum? Es gilt
log,(n) = (loga(b)) - logy(n).

@ Also folgt

. log,n .
lim 22" — |im log (D).
n—oo Iogb n n—oo

@ Aber a, b > 1 und deshalb 0 < log,(b) < .
@ Die Behauptung log, n = ©(log,, n) folgt.

log,(n) und der Logarithmus log,(n) zur Basis 2 haben dasselbe Wachstum:
Ab jetzt arbeiten wir nur mit log,(n). J

Martin Hoefer ALGO1 - Grundlagen 21. April 2022 47/80



Rechnen mit Grenzwerten

f,g: N — R seien Funktionen.

Die Operation o bezeichne eine der Operationen +, — oder *. Dann gilt

lim (f(n)og(n))= lim f(n)o lim g(n),

n—oo n—oo n—oo

falls die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren und endlich sind.
Und

f n) lim f(n)

- n—oo
lim =

nseo g(n)  lim g(n)’

n—oo

gilt, falls die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren, endlich sind
und lim,_, o g(n) # 0 gilt.

3

- n°+n-(n+1)/2 . 3 .

o lim THme)/2 iy 5+ lim
n—oo n n— o0 n— o0

e Alsoist n® + 22H) — o(n®) und n® + “2) jst kubisch.

n-(n+1)/2 _ 1
s -
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Die Regel von de I'Hospital

Es gilt
lim m: lim M

n—co g(n)  n—oo g'(N) ’
falls der letzte Grenzwert existiert und falls

lim f(n) = nll>ngo g(n) € {0, 00}

n—oo

’
® lim In(n) = lim n=ocound lim "M — |im Y7 —0
n—oo n—oo n—oo n—oo

o lim ™ — 0 und damit log,(n) = o(n) fir jedes a > 1.

n—oo N

@ Der Logarithmus wéchst langsamer als jede noch so kleine Potenz n?
(fir 0 < b): Siehe Tafel.
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Unbeschrankt wachsende Funktionen

Die Funktionen f : N — R und g : R — R seien gegeben.

(a) f sei monoton wachsend. Dann gibt es eine Konstante K € N mit f(n) < K oder
aber limy_, o f(Nn) = oo gilt. Insbesondere ist f = O(1) oder 1 = o(f).

(b) Furjedes a> 1ist1 = o(log,(n)).
(c) Wenn limp_s o0 f(N) = limp00 g(N) = o0, dann gilt limy—, g(f(n)) = oco.
(d) Wenn g = o(n) und 1 = o(f), dann ist

_g(f(m)
M riny . 0

)

also ist g(f(n)) = o(f(n)). Wenn g ,sublinear” ist und f unbeschrankt wéachst,
dann nimmt das Wachstum von g o f ab.

Anwendungen: (Siehe Tafel.)
@ 1 = o(log, log,(n)).
@ log; logy(n) = o(logy(n)).

(k+1 k+1)

@ 1 = 0(log, )(n)) und Iog(2 (n) = o(Iog(z")(n)) fOr jede natlrliche Zahl k.
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Das Integralkriterium

Die Funktion f : R — R sei gegeben.
(a) Wenn f monoton wachsend ist, dann gilt

n n n+1
/0 f(x)dx < ;f(/)g /1 f(x)dx.

(b) Wenn f monoton fallend ist, dan7n gilt
n+1 n n
/ f(x)dx < > f(i) < / f(x)dx
1 =1 0

Zwei wichtige Konsequenzen:
n
1
° Z ~ = ©O(In(n)

° Z/ 1), falls k > 0.
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Eine Wachstums-Hierarchie

@ fi(n) =1, dannist fi = o(log, log, n),
haben wir schon eingesehen.
@ log, log, N = 0o(log, n),
haben wir schon eingesehen.
@ log, n = O(log, n) fur jedes a > 1,
haben wir schon eingesehen.
@ log, n = o(n®) firr jedes b > 0,
haben wir schon eingesehen.
@ n® = o(n)und n = o(n-log, n) fir jedes b mit 0 < b < 1 und jedes a > 1,
liMn o0 & = limn oo 275 = 0 UND liMn o0 s = liMn oo oy = 0.
@ n-log, n= o(n¥) fir jede reelle Zahl k > 1 und jedes a > 1.
e nk = o(a") fur jedes a > 1,
n* = &' und limp_ oo g—ﬁ = limp_ o @181 = (.

@ und a" = o(n!) fUr jedes a > 1.
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Asymptotische Notation (1) demogr

Seien f(n)=n""/logn, g(n)=nlog®n,  h(n) = 2l%n,

Ordne die Funktionen nach asympt. Wachstum.

f,g9, h
f,h g
g, f, h
g.hf
h f, g
hg,f

N

a &

—_~ o~ o~ o~ o~ —~
(&) W
N BRSNS AN NN

Auflésung: (6) h, g, f
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Asymptotische Notation (2) mutipte choice

Sei f: Nyg — Ny . Was gilt dann?

o (1) f(n)+10= O(f(n))
e (2) f(n+10)= O(f(n))

Auflésung: (1) f(n) + 10 = O(f(n)).
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Asymptotische Notation (3) mutiple choice

Auflésung: (3) & (4)
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Asymptotische Notation (4) mutipe choice

(
o (1) f(n)=0(g(n)
° (2) f(n)=o(g(n)
° (3) f(n)=(g9(n))
° (4) f(n)=w(g(n)
° (5) f(n)=0©(g(n))

Aufldsung: (1) & (3) & (5)
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Asymptotische Notation (5) mutipte choice

sinn| + |cosn| und g(n) = /37, 1/i. Was gilt dann?

Es seien f(n) =

e (1) f(n)=0(9(n))
© (2) f(n)=o(g(n)
° (3) f(n=2(g9(n)
° (4) f(n) =w(g(n)
® (5) f(n)=0©(g(n)

Auflésung: (1) & (2)
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Algorithmenentwurf, Laufzeitmessung,
und asymptotische Analyse.

Wie passt das alles zusammen?
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Zurtck zum Teilfolgenproblem: Algorithmus Az

Max = —oo;
for (i=1;i<=n;i++)
{f(i,i—1)=0;
for (j=i ;] <= n;j++)
{0 =107 —1)+a;
Max = max{f(i,j), Max}; }}

Wir benétigen genau so viele Additionen wie Vergleiche. Also ist

Zeita,(ny = Additioneng,(n) + Vergleiche , (n)
. 1 . 1
nE D 0D ),

limn_seo “2) = 1 und deshalb folgt Zeita, (n) = ©(r?).

Die Laufzeit von A ist quadratisch und wachst damit um den Faktor vier,

wenn sich die Eingabelange verdoppelt :-((

)
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Zwischenfazit

@ Mit Hilfe der asymptotischen Notation kénnen wir sagen, dass

A; eine kubische Laufzeit und

As eine quadratische Laufzeit besitzt.

@ Esist limp_ oo % = 0 und damit folgt n? = o(n®):
A ist wesentlich schneller als A;.

@ Aber es geht noch deutlich schneller!
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Ein Divide & Conquer Ansatz

@ Angenommen, wir kennen den maximalen f(i, j)—Wert optjuks flr
1 <i<j<[7] sowie den maximalen f(i,)-Wert opt.cn flr
[g1+1<i<j<n.

@ Welche Mdglichkeiten gibt es fiir den maximalen (i, j)-Wert opt fiir
1<i<j<n?

1. opt = opt;;,,., und die maximale Teilfolge liegt in linken Halfte.

2. opt = opt,. Und die maximale Teilfolge liegt in rechten Halfte.

3. opt = max{f(i,j) | 1 <i<[3],[5]+1<j<n}
eine maximale Teilfolge beginnt in der linken und endet in der rechten
Halfte.
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Das Teilfolgenproblem: Algorithmus Az

As(i, j) bestimmt den Wert einer maximalen Teilfolge fir ;.. ., a;.
1) Wenn i = j, dann gib a; als Antwort aus.

(
(2) Ansonsten setzte mitte = | 2 |;
(

3) opt; = max{f(k, mitte) | i < k < mitte };
opt, = max{f(mitte + 1, /) | mitte + 1 </ < j};

(4) opt = max{ As(/, mitte), Az(mitte + 1, j), opt; + opt, } wird als Antwort
ausgegeben.

@ n=j— i+ 1istdie Eingabeldnge. n sei eine Zweierpotenz.
@ Wie bestimmt man die Laufzeit Zeita,(n)?
> Zeitg, (1) =1,
» In Schritt (4) werden zwei rekursive Aufrufe fir Eingabeldnge § mit Laufzeit
jeweils Zeita, (5) ausgefuhrt. Dazu kommen t(n) weitere ,nicht-rekursive®
Operationen aus (3) und (4). Also

Zeita,(n) = 2 - Zeita, (g) + t(n).
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Wie |6st man Rekursionsgleichungen?

@ Wie groB ist der ,Overhead* t(n)?
» Um opt; und optz zu berechnen geniigen § — 1+ 7 — 1 = n— 2 Additionen.
» Dieselbe Anzahl von Vergleichen wird bendétigt.
» Eine weitere Addition wird fir opt;+ opt, bendtigt, zwei weitere Vergleiche
fallen in Schritt (4) an.
» t(n)=2-(n-2)+3=2n-1.
@ Wir erhalten die Rekursionsgleichnungen:
Zeitg, (1) =1
Zeita,(n) = 2 Zeita, (§) +2n—1.
@ Der allgemeinere Fall:
Ein rekursives Programm A mit Eingabeldnge n besitze a rekursive
Aufrufe mit Eingabelange g und es werden t(n) nicht-rekursive
Operationen ausgefihrt.
Die Rekursionsgleichung:
n

Zeita(n) = a- Zeits (B) +t(n).
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Das Mastertheorem
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Der Baum der Rekursionsgleichung

Die Rekursionsgleichung

T()=c.T(n) =a-T(3)+n)

ist zu I6sen. n sei eine Potenz der Zahl b > 1 und a > 1, ¢ > 0 gelte.

Der Baum der Rekursionsgleichung:
@ Wir sagen, dass die Wurzel root die Eingabelange n hat.
» Wenn n = 1, dann markiere root mit ¢ und root wird zu einem Blatt.
» Wenn n > 1, dann markiere root mit {(n). root erhélt a Kinder mit
Eingabelange n/b.
@ Sei v ein Knoten des Baums mit Eingabelange m.
» Wenn m = 1, dann markiere v mit ¢ und v wird zu einem Blatt.
» Wenn m > 1, dann markiere v mit t{(m) und v erhalt a Kinder mit
Eingabelange m/b.

T(n) stimmt Gberein mit der Summe aller Knotenmarkierungen.
(kann man mit vollstandiger Induktion zeigen). J
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Expansion und Vermutung

Die Rekursionsgleichung
T()=c.T(n)=a-T(Z)+n)

ist zu I6sen. n sei eine Potenz der Zahl b > 1 und a > 1, ¢ > 0 gelte.

Wir expandieren die Rekursionsgleichung und erhalten

T(n) = a-T(7)+1tn)

)
- a3-T(%)+a2~t<b—’;)+a~t(g>+t(n)=~-~
i)JraH-t‘(bk—'L)Jr ~--+a-t(g)+t(n).

Man kann die Vermutung < mit vollstandiger Induktion beweisen.

Martin Hoefer ALGO1 - Grundlagen 21. April 2022 66/80



Eliminierung rekursiver Terme

Setze k =

T(n)

log, n. Dannist b = nund T(5) = T(1) = c.
= g T(bk)+a"*1~t(bkn1)+~~+a«t(g)+t(n)

_ don +za«t( )

Iogbn 1 log, n—1
_ s o Z 4. t(b/):”logba'H Y ai.t(g),
j=0

Eine Beobachtung:

Wenn t(n) < d - n'°e:(a~¢ fir Konstanten € > 0 und d > 0, dann dominiert der
erste Summand n'°& 2. ¢. Warum?
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Das Mastertheorem: Formulierung

Die Rekursion n
T)=c, T =a-T(;)+tn)
sei zu lésen. nist eine Potenz der Zahl b > 1 und a > 1, ¢ > 0 gelte.
(a) Wenn t(n) = O (n(°e3=¢) fiir eine Konstante ¢ > 0,
dann ist T(n) = ©(n'es ).
Die Blatter im Rekursionsbaum dominieren.
(b) Wenn t(n) = ©(n'°#2), dann ist T(n) = ©(n'°&2 . log, n).
Gleichgewicht zwischen den Schichten im Rekursionsbaum.
(c) Wenn t(n) = Q (n(°e>a+<) fir eine Konstante e > 0 und a- t (2) < at(n)
fir eine Konstante oo < 1, dann T(n) = ©(t(n)).
Die Wurzel im Rekursionsbaum dominiert.

Siehe Beweis des Mastertheorems im Skript.
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Die Laufzeit von Algorithmus As

Wir hatten die Rekursionsgleichungen

Zeita, (1) = 1, Zeita,(n) = 2 - Zeita, (g) +on— 1

erhalten.
@ Um das Mastertheorem anzuwenden, missenwirc=1,a=2,b=2
und {(n) = 2n — 1 setzen.
@ In welchem Fall befinden wir uns?
» Esistlog, a=log,2 =1und t(n) = ©(n"s2).
» Fall (b) ist anzuwenden und liefert Zeita, (n) = ©(nlog, n).
@ Algorithmus Aj ist schneller als Algorithmus Ay, denn

Zeitg,(n) im nlogyn _ im logon

im - = 0.
n—oo Zeita, (N) n—oo N2 n—oo N
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Und jetZ'[ a.”e demogr.

Die Rekursion T(1) = ¢, T(n) = a- T () + t(n) sei zu I6sen. nist eine Potenz
der Zahl b > 1und a > 1, ¢ > 0 gelte.

(a) Wenn t(n) = O (n(°e»3=¢) fiir eine Konstante ¢ > 0,
dann ist T(n) = ©(n'°e»2).

(b) Wenn t(n) = ©(n'°#2), dann ist T(n) = ©(n'°&2 . log, n).

(c) Wenn t(n) = Q (n(l°e+<) fir eine Konstante e > 0 und

a-t(g) <a-t(n) fir eine Konstante a < 1, dann T(n) = ©(t(n)).

Losung fir T(1) =©(1). T(n) =4 - T (n/2) + ©(n)?
e (1) T(n)=0(r?-log*n)
°(@ T(m=0m)
@ (3) T(n)=0©(n-logn)
@ (4) T(n)=0(n-log?n)
@ (5 T(n)=0©(n*
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Was kann das Mastertheorem nicht?

Um das Mastertheorem anzuwenden, muss stets
dieselbe Anzahl a von Teilproblemen
mit

derselben Eingabelange g

rekursiv aufgerufen werden: b darf sich wahrend der Rekursion nicht &ndern.

v

Das Mastertheorem ist nicht auf die Rekursion

T1)=1,T(n)=T(n—-1)+n

anwendbar, weil b sich andert. Gleiches gilt fir die Rekursion

T(H=1,T(n=2-T(n—1)+1,

die die Anzahl der Ringbewegungen in den Tirmen von Hanoi zahlt.
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Das Teilfolgenproblem: Algorithmus Ay

Max, = max{f(i,j)|1 <i<j<k}

ist der Wert einer optimalen Teilfolge fiir die ersten k Folgenelemente.

Wie lasst sich Maxy_ 1 effizient berechnen?
@ Setze Max; = max{f(i,k)|1 <i < k}.
@ Dann ist Maxy1 = max{Max,, Maxj_;}. Warum?

» Fall 1: Eine optimale Teilfolge enthélt das Folgenelement ax1 nicht. Dann
ist Maxx.1 = Max.

» Fall 2: Eine optimale Teilfolge enthalt das Folgenelement ax.1. Dann ist
Man+1 - MaX;+1 .

@ Maxjy = max{Maxj, + a1, a1}. Warum?

» Fall 1: Eine optimale, mit dem k + 1sten Folgenelement endende Folge
enthalt nicht nur ax,1. Dann ist Maxg,; = Maxk + ak+1.

» Fall 2: Sonst ist Maxy,y = ak+1.
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Algorithmus A4

(1) Maxy = Maxy = a.

(2) Furk=1,...,n—1 setze
Maxj , ; = max{Maxj + ak1, a1} und
Man+1 = maX{Man7 MaX/t+1 }

(3) Max, wird ausgegeben.

@ Pro Schleifendurchlauf: zwei Vergleiche und eine Addition.
Also insgesamt 2(n — 1) Vergleiche und n — 1 Additionen.

@ Zeita,(n) = 3(n— 1) und A4 hat lineare Laufzeit, da Zeita, = ©(n).
@ A, ist schneller als Az, denn nlim =0.
—

_n
oo Nlogy n
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Wachstumsverhalten in der Laufzeitanalyse:

Zahle Anweisungen, die die Laufzeit dominieren
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Analyse von C++ Programmen

@ Zahle ausgefiihrte elementare Anweisungen wie etwa Zuweisungen
und Auswahl-Anweisungen (if-else und switch).

» Weder iterative Anweisungen (for, while und do-while) noch Sprunganwei-
sungen (break, continue, goto und return) oder Funktionsaufrufe sind zu
zahlen.

@ Ist der so ermittelte Aufwand denn nicht zu klein?

» Z&hle mindestens eine ausgeflihrte elementare Anweisung in jedem
Schleifendurchlauf oder Funktionsaufruf.
» Fir verniinftige Programme wird die asymptotische Laufzeit korrekt ermittelt.

@ In den meisten Féllen sind wir an der worst-case Laufzeit interessiert:

» Bestimme fiir jede Eingabelange n die maximale Laufzeit fir eine Eingabe
der L&nge n.
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Zuweisungen, Auswahl-Anweisungen und Schleifen

@ Eine Zuweisung zu einer ,einfachen Variablen ist einfach zu z&hlen,
eine Zuweisung zu einer Array-Variablen ist mit der Lange des Arrays zu
gewichten.

@ Die Auswertung der Bedingung in einer Auswahl-Anweisungen ist nicht
notwendigerweise zu zahlen.

» Aber die Laufzeit hangt jetzt vom Wert der Bedingung ab!

» Haufig genligt die Bestimmung des Gesamtaufwands fiir den langsten der
alternativen Anweisungsblécke.

@ Der Aufwand kann in jedem Durchlauf einer Schleife variieren!

» Haufig genligt die Bestimmung der maximalen Anzahl ausflihrbarer Anwei-
sungen innerhalb einer Schleife sowie die Anzahl der Schleifendurchlaufe.
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Beispiel: For-Schleifen

Die Matrizenmultiplikation A- B = C:

for (i=0; i < n; i++)
for (j=0; j < n; j++)
{ClilnT = 0;
for (k=0; k < n ; k++)
CLI0] += Alil[k] * BIK][]; }

@ Zahle die Anzahl der Zuweisungen.
@ Analysiere die geschachtelten for-Schleifen durch geschachtelte

Summen:
n—1 n—1 n—1 n—1n—1

Laufzeit => Y (1+> 1)=>"3"(1+n=r? (1+n).
i=0 j=0 k=0 i=0 j=0

Das Programm besitzt
kubische Laufzeit.
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Beispiel: While-Schleifen

while (n>=1)
{n=n/2;
Maximal ¢ Anweisungen, die n nicht verandern }

@ T(n) bezeichne die Laufzeit der while-Schleife fiir Parameter n. Wir
erhalten die Rekursionsgleichung:
T(1)<1+4+c,und T(n) < T(n/2)+1+c.
@ Wende das Mastertheorem an:
» a=1,b=2und t(n)<1+c.
» Esist{(n) = ©(1) = ©(n'#?).
» Fall 2 ist anzuwenden und T(n) = ©(log, n) folgt.

@ Die Laufzeit ist
logarithmisch.

Warum?

» Hdchstens 1 + ¢ Anweisungen pro Schleifendurchlauf.
» Und wieviele Iterationen? Na klar, 1 + |log, n| viele.
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Wh||e'SCh|e|fen demogr.

while (n>=12)
{n=1n; J

Maximal ¢ Anweisungen, die n nicht veréandern }

Wie hoch ist die Laufzeit?

(1) ©(v/nlogn)

(2 o(vn)

(3) ©O(logn)

(4)  ©(y/log(n))
(log(log(n))

Auflosung: (5)  ©(log(log(n))

©
G
@
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Beispiel: While-Schleifen

while (n> 1)
n=(n&1)?3n+1:n/2; J

@ Was ,tut“ diese while Schleife?

» Wenn n ungerade ist, dann ersetze ndurch 3- n+ 1.
» Wenn n gerade ist, dann ersetze ndurch 7.

@ Was ist die asymptotische Laufzeit in Abh&ngigkeit von der
-Eingabelange” n?
» Es ist bis heute nicht bekannt, ob die Schleife firr jede Eingabe terminiert!
» Die Laufzeit ist deshalb erst recht nicht bekannt.

Die Analyse der Laufzeit kann duBBerst schwierig sein! J
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