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Konjunktive Normalform

Eine Formel « in konjunktiver Normalform hat die Form

a=Kk NkoAN...NK..

@ Die Klauseln kq, ..., k; sind Disjunktionen von Literalen, also
Disjunktionen von Variablen oder negierten Variablen.

@ « heil3t erfiillbar, wenn es eine Belegung der aussagenlogischen
Variablen gibt, die o wahr macht.
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KNF-SAT

Ein Beispiel:
a=(XVY)AN(=XVY)A(XV—y).

« wird durch die Belegung x = wahr und y = wahr erfillt. Die Formel

B=(XVY)A(XVY)A(XVY)A (=X V—y)

ist hingegen nicht erfillbar.

KNF-SAT ist die Menge aller erfullbaren Formeln in konjunktiver
Normalform.
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KNF-SAT ist NP-vollstandig
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Der Satz von Cook-Levin

KNF-SAT ist np-vollstéandig. )

@ Jetzt treten wir die Lawine los:

Wenn Ly <p L> und wenn Ly ein NP-hartes Problem ist,
dann ist auch L, ein Np-hartes Problem.

Zuerst reduzieren wir KNF-SAT auf 3-SAT und CLIQUE.
@ Wir zeigen den Satz von Cook und Levin spéter.
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3-SAT ist NP-vollstandig
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3-SAT ist NP-vollstandig )

@ Eine 3-KNF Formel ist eine Formel in konjunktiver Normalform mit
héchstens drei Variablen pro Klausel.

@ 3-SAT besteht aus allen erfiillbaren aussagenlogischen 3-KNF
Formeln.

@ 3-SAT gehort zu NP: Rate eine Belegung und verifiziere, dass jede
Klausel erfillt ist.

Zeige die Reduktion KNF-SAT <, 3-SAT. |
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3-SAT ist NP-vollstandig

@ Die KNF-Formel
wW=FKkA - Nk

sei Eingabe fir KNF-SAT.

@ Wir transformieren jede Klausel k; in eine 3-KNF Formel k. Die
transformierte Eingabe ist dann

M(w) =Ki A--- NK;.

@ Wir zeigen dann, dass

» w genau dann erfullbar ist, wenn M(w) erflllbar ist
» und, dass M(w) effizient bestimmt werden kann.
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3-SAT ist NP-vollstandig

Die Klausel ki =11 V b VvV 5V Iy V |5 habe die Literale
/15/27/37l4al5 G{Xh_‘xh'--,xn,_‘xn}- J

@ Wir erfinden neue Variablen x; 1, X; 2, ... und setzen
k,-* = (/1 VbV X,"1) A (—|X,'71 VvV X,‘_’2) A (ﬁX,'72 ViV /5)
@ Behauptung:

Ki(x1,...,Xxn) wahr & esgibt x;1,X2,..., sodass
K (Xi1,Xi2,...;X1,...,Xn) wahr ist.

@ w =Ky A--- A Kk, ist genau dann erflllbar, wenn
ki A -+ A k7 erfillbar ist.

@ Die Transformation M(w) = ki A --- A k ist effizient berechenbar.
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2-SAT ist effizient |I6sbar
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2-SAT

@ Wie schwierig ist 2-SAT?
@ Sei w = ki A--- A K- eine 2-KNF Formel.

» Setze x; = wahr.

» Berechne die Konsequenzen:
* In den Klauseln, in denen —x; vorkommt, ist der Wahrheitswert der
verbleibenden Variable erzwungen.
* Ermittle alle unmittelbaren und mittelbaren Konsequenzen.
» Wenn die Nicht-Erflllbarkeit festgestellt wird, dann setze
xq = falsch, ansonsten fahre mit x, fort.

@ 2-SAT € p, aber 3-SAT ist nP-vollstandig.
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CLIQUE ist np-vollstandig
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BSp. CLIQUE multiple choice

Gegeben sei ein Graph mit maximalem Knotengrad d. Sei k die
maximale Clique-GréBe. Was gilt dann?

@ (1) k=0(d)
@ (2) k=0(d)
@ (3) k=Q(d)

Auflésung: (2) k= O(d)
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CLIQUE ist Np-vollstandig

3-SAT <p CLIQUE und CLIQUE ist Np-vollstdndig. \

@ CLIQUE < np:

» Um (G, k) € CLIQUE zu Uberprifen, raten wir kK Knoten und
» verifizieren, dass je zwei Knoten durch eine Kante verbunden sind.

@ Die Transformation:

» Die 3-KNF Formel w = k; A -+ A k, mit den Klauseln

ki = i1V /,'72 V /,'73 sei Eingabe flr 3-SAT.

» Der ungerichteten Graph G, = (Vy, E,) ist die (transformierte)
Eingabe fir CLIQUE.
Fir jede Klausel k; erfinden wir eine Menge
Vi ={(i,hi1),(i,li2), (i, l3)} von drei Knoten mit V,, = J/_, V;.
Knoten in V; werden nicht miteinander verbunden.
Ansonsten verbinden wir Knoten (i, /) und (j, /*) fUr i # j genau
dann, wenn / und /* sich nicht widersprechen, d.h. wenn
[ und I* simultan erfillt werden kénnen.

v

v

v
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Die Cliquen von Gy, (1/2)

@ Die maximale GréB3e einer Clique ist durch r, die Anzahl der
Klauseln, beschrankt. Warum?

Eine Clique besitzt hdchstens einen Knoten aus einer Menge V;,
denn keine zwei Knoten aus V; sind durch eine Kante verbunden.

@ Wenn w € 3-SAT, dann besitzt G,, eine Clique der Gréi3e r.
Warum?

» w besitzt eine erflllende Belegung b und b erflllt mindestens ein
Literal /; in der iten Klausel.
» Die Knotenmenge
{(ibH|1<i<r}

ist eine Clique, denn fur je zwei Knoten (i, /;) und (j, ;) werden /;
und /; durch b erfillt: /;, l; widersprechen sich nicht und die Knoten
sind deshalb durch eine Kante verbunden.
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Die Cliquen von Gy, (2/2)

@ Wenn G, eine Clique C der GréBe r besitzt, dann ist w € 3-SAT.
Warum?

» Die Clique C enthalt fir jedes i héchstens einen Knoten aus einer
Menge V.

» Da C aber r Knoten enthalt, besitzt C genau einen Knoten (i, ;)
in V.

» Wenn (i, /), (j, I*) in C liegen, dann widersprechen sich die Literale /
und /* nicht.
Alle Literale, die in C vorkommen, kdnnen simultan erfiillt werden!

» w ist erflllbar, da die Literale von C simultan erfullbar sind und da
C ein Literal aus jeder Klausel k; besitzt.

@ Also gilt insgesamt:
w € 3-SAT & G, hat eine Clique der GroBe r
und wir definieren die effizient berechenbare Transformation
M(w) = (Gw, ).
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Zusammenfassung

Wir haben mit dem graph-theoretischen Problem CLIQUE uber die
Aussagenlogik geredet:
Erflllende Belegungen und Cliquen der Gré3e r entsprechen sich
wechselseitig.
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Independent Set ist NP-vollstandig
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Bsp. Independent Set demogr.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge / C V heif3t
unabhéangig, falls keine zwei Knoten durch eine Kante verbunden J
sind.

Falls G der vollstandige Graph mit n Knoten ist, dann gilt:

o (1) [=00)
©(2) |l =9(logn)
° (3) [l=6(/n
° 4) |I=6(n/logn)
° (5 [lI=6(n)

|

Auflésung: (1) | =0(1)
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Independent Set

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.
- Eine Teilmenge I C V heif3t unabhangig, falls keine zwei Knoten
durch eine Kante verbunden sind.

- Eine Eingabe (G, k) gehoért genau dann zum Independent Set
Problem IS, wenn G eine unabhangige Menge der Grée
mindestens k besitzt.

@ In /S sucht man also grof3e, ,kollisionsfreie“ Knotenmengen.
@ /S e NP:

» Um (G, k) € IS zu Uberprifen, raten wir k Knoten und

» verifizieren, dass keine zwei Knoten durch eine Kante verbunden

sind.
@ CLIQUE und IS sind sich sehr &hnlich.
@ Zeige
CLIQUE <p IS.
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Independent Set ist NP-vollstandig

CLIQUE <p IS und IS ist NP-vollstéandig. |

Die Transformation: -
Far G= (V,E) sei G = (V, E) der Komplementgraph von G.
@ Fir die Eingabe w = (G, k) flr CLIQUE definieren wir
M(w) = (G, k) als transformierte Eingabe.

@ M(w) ist effizient berechenbar.
@ Funktioniert die Transformation?

(G, k) € CLIQUE
< @G hat eine Clique C der GroéBe mindestens k
Je zwei Knoten von C sind durch eine Kante in G verbunden

&
< Keine zwei Knoten von C sind durch eine Kante in G verbunden
& (G, k) € IS.
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Set Cover ist NP-vollstandig

Martin Hoefer ALGO2 — NP-Vollstandigkeit 22. November 2022 22/57



Eine Menge U von Aufgaben und m Prozesse sind gegeben.
- Prozess i kann alle Aufgaben in A; C U erledigen.

- Das Ziel: Bestimme eine mdglichst kleine Anzahl von Prozessen,
die alle Aufgaben erledigen.

- Diese Problemstellung ist &quivalent zum Set Cover Problem SC,
wobei

k m
SC = {(Ar,..., Ami k) | es gibt iy, ..., mit |_JA; = J A}
j=1 j=1

@ SC e np: Fir Eingabe (Aq, ... Am; k) rate k Mengen und
verifiziere, dass alle Elemente Gberdeckt werden.

@ Wie schwierig ist SC?

Martin Hoefer ALGO2 — NP-Vollstandigkeit 22. November 2022 23/57



Vertex Cover ist NP-vollstandig
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Beispiel Vertex Cover demogr.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge U C V heif3t
eine Uberdeckung, wenn alle Kanten einen Endpunkt in U besitzen.

Gilt dann flr jeden Graph G mit n Knoten, dass es eine Uberdeckung
U mit der GréBe |U| < n/2 gibt?

e (1) Ja

@ (2) Nein

@ (3) Keine Ahnung

Auflésung: (2) Nein, z.B. vollstandiger Graph
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- Um die Komplexitat von Set Cover zu bestimmen, betrachten wir
das Vertex Cover Problem VC.

- Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge Uc 4
hei3t eine Uberdeckung, wenn alle Kanten einen Endpunkt in U
besitzen.

VC = {(G, k)| G besitzt eine Menge U von k Knoten, so dass
jede Kante einen Endpunkt in der Menge U besitzt.}

VC € nNp:
@ Fur Eingabe (G, k) rate k Knoten.

@ Verifiziere, dass alle Kanten mindestens einen geratenen Knoten
als Endpunkt haben.
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SC ist mindestens so schwer wie VC

@ Fur G= ({1,...n}, E) definiere fur jeden Knoten v € V die Menge

A, = {e| ehat v als Endpunkt }.
@ (G,k)eVC

& G hat eine Uberdeckung U der GréBe k
&< Die Mengen A, firr v e U iberdecken alle Kanten
< (Aq,...,An k) € SC

@ Die Transformation: Fir die Eingabe w = (G, k) von VC
definieren wir die transformierte Eingabe M(w) = (Ay,..., An; k).
» M(w) ist effizient berechenbar.
» (G, k) e VC & M(w) € SC.
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VC ist schwierig

IS <, VC. J

(G, k) sei die Eingabe fur das Independent Set Problem. Dann gilt

(G,k) €IS < G hat eine unabhangige Menge / der GréBBe k
< jede Kante hat mindestens einen Endpunktin V' \ /
< (G,|V|—k) e VC.

Die Transformation: Fur Eingabe W = (G, k) definieren wir die
transformierte Eingabe M(w) = (G, |V| — k).

@ M(w) ist effizient berechenbar.

@ (G,k) €IS < M(w) e VC.
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Zusammenfassung

@ Wir wissen, dass alle bisher betrachteten Probleme, also
KNF-SAT, 3-SAT, CLIQUE, IS, VC, SC in NP liegen.

@ Bisher haben wir die folgenden Reduktionen hergeleitet:
KNF-SAT <, 3-SAT, 3-SAT <, CLIQUE, CLIQUE <, IS, IS <p VC,
VC <, SC.

Die Lawine gewinnt an Fahrt

Die Probleme KNF-SAT, 3-SAT, CLIQUE, IS, VC, SC sind alle
NP-vollstandig, wenn KNF-SAT Np-vollstandig ist.
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Schwierige Wegeprobleme in Graphen
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Wegeprobleme (1/2)

Graphen G zu entscheiden, ob G einen Hamiltonschen Kreis besitzt,

Im Hamiltonschen Kreis-Problem HC ist flir einen ungerichteten
also einen Kreis, der jeden Knoten genau einmal durchlguft. J

Quelle: Wikimedia, Fullerene Graphs

Hat dieser Graph einen Hamiltonschen Kreis?
Hat der n-dimensionale Wiirfel einen Hamiltonschen Kreis?
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Wegeprobleme (2/2)

@ DHC ist das Hamiltonsche Kreis-Problem fiir gerichtete Graphen.
@ Wir erinnern an das Traveling Salesman Problem TSP:

» fUr den vollstdndigen Graphen V,, = ({1,...,n}, { {i,j} | i #j}),

» die Kantenlangen lange: { {i,j} | i #/j} = R

» sowie den Schwellenwert T zu entscheiden ist, ob es eine

Rundreise der Lange héchstens T gibt.
@ Im Problem LW des langsten Weges ist ein ungerichteter Graph G
und ein Schwellenwert T gegeben.

» Es ist zu entscheiden, ob G einen Weg der Lange mindestens T
besitzt.
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DHC <, HC.
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DHC und HC

@ Der gerichtete Graph G = (V, E) sei Eingabe fur DHC.
@ Die Transformation:

» In ungerichteten Graphen gibt es ,mehr* Wege, da wir jetzt Kanten
in beiden Richtungen durchlaufen kénnen.

» Deshalb erfinden wir fir jeden Knoten v € V drei Knoten
(v,0),(v.1),(v,2) und definieren V' = V x {0, 1,2} als die
Knotenmenge des transformierten Graphen G'.

* FUr jede gerichtete Kante u — v € E setzen wir die ungerichtete
Kante (u,2) — (v, 0) ein und versuchen so Kantenrichtung
nachzuahmen.

* SchlieBlich setzen wir die Kanten (u,0) — (u, 1) und (u, 1) — (u, 2) ein.
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Der ungerichtete Graph

@ Wie Ubersetzen sich Wege im gerichteten Graphen in Wege fur
den ungerichteten Graphen?

» Der gerichtete Weg u — v — w entspricht
» dem ungerichteten Weg (u,2) — (v,0) — (v,1) — (v,2) — (w,0).
@ Nach diesem ,Strickmuster” entspricht jedem Hamiltonschen
Kreis im gerichteten Graphen G ein Hamiltonscher Kreis im
ungerichteten Graphen G'. Also gilt

G € DHC = G € HC.

@ Aber hat G’ Hamiltonsche Kreise, obwohl G keinen
Hamiltonschen Kreis besitzt?
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Hamiltonsche Kreise im ungerichteten Graphen

@ Wie sehen Hamiltonsche Kreise in G’ aus?

» Wenn die Knotengruppe von v zum ersten Mal im Knoten (v, 0),
bzw. im Knoten (v, 2) betreten wird, muss Knoten (v, 1)
durchlaufen werden.

Ansonsten kann der Kreis den ,mittleren” Knoten (v, 1) nicht mehr
durchlaufen, also nicht mehr betreten und verlassen!

» Ein Hamiltonscher Kreis in G’ durchlauft jede Knotengruppe
{(u,0),(u, 1), (u,2)} also entweder stets in der Vorwartsrichtung
(u,0) — (u, 1) — (u, 2) oder stets in der Rickwartsrichtung
(u,2) — (u,1) — (u,0).
@ Hamiltonsche Kreise fir G’ Ubersetzen sich sofort in
Hamiltonsche Kreise fir G. Also gilt

G € HC — G € DHC.
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HC <, TSP
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Das Traveling Salesman Problem

@ Die Transformation: Fir die Eingabe G = ({1,...,n}, E) von HC
wahlen wir den vollstandigen Graphen V), definieren die
Langenfunktion

i .. 1 wenn{i,j}ekE,
ange((i/) = { o

und wéhlen den Schwellenwert T = n.
@ Dann gilt

G e HC < @G hat einen Hamiltonschen Kreis
< @G hat eine Rundreise der Lédnge n
< (Vp,lange, n) € TSP.
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Das metrische Traveling Salesman Problem

@ Wird TSP einfacher, wenn wir fordern, dass die Kantenlangen
eine Metrik definieren?

@ Nein, denn unsere Langenfunktion definiert bereits eine Metrik:
Die Dreiecksungleichung

lange({/, k}) < lange({/,j}) + lange({/, k})

gilt, da nur die Kantenlangen 1 oder 2 auftreten.

@ Also haben wir sogar gezeigt, dass M-TSP, das metrische
Traveling Salesman Problem Np-vollstandig ist.
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HC <, LW.
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Das langste Wege Problem LW

Die Transformation: Fir die Eingabe G von HC mUissen wir eine
Eingabe fur LW basteln.

@ Die wichtige Beobachtung: G hat genau dann einen
Hamiltonschen Kreis, wenn G einen Weg hat, der

» in 1 beginnt und
» in einem Nachbarn von 1 endet.

@ Also modifizieren wir den Graphen G:

» Wir fligen einen neuen Knoten 1’ hinzu und
» verbinden 1’ mit allen Nachbarn von 1.

@ Jetzt gilt offensichtlich fiir den neuen Graph G'
G € HC = @ hat einen Weg der Lange n.

@ Und wenn der Weg der Lange n nicht in 1 beginnt und in 1’ endet?
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Und noch eine kleine Modifikation

Wie bringen wir Wege dazu,
wie gewlinscht zu beginnen und zu enden? J

@ Wir erfinden zwei weitere Knoten 0 und 0’ und fligen die Kanten
0 — 1 sowie 1" — 0’ hinzu.
@ Der neue Graph sei G".
» Wenn G einen Hamiltionschen Kreis hat, dann hat G” einen Weg
0—-1—---—1"—0'derlLange n+ 2.
» Wenn aber G” einen Weg der Lédnge n + 2 hat, dann muss dieser
Weg in 0 oder 0’ beginnen und in 0’ oder 0 enden.
» Zwangslaufig ist dann aber 1 oder 1’ der zweite Knoten und 1’ oder
1 der vorletzte Knoten.
» Die Konsequenz: G € HC < G” hat einen Weg der Lange n + 2.

@ Definiere die Transformation M(G) = (G”,n+ 2).
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Was haben wir erreicht?

Wir haben die folgenden Reduktionen nachgewiesen:

@ DHC <, HC,
@ HC <, TSP und
@ HC <, LW.

@ Die np-Vollstéandigkeit von HC, DHC, TSP und LW folgt, wenn wir
gezeigt haben, dass DHC Np-vollstandig ist. (Siehe Skript.)
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Der Satz von Cook und Levin:
KNF-SAT ist np-vollstandig
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Der Fahrplan

@ Wir zeigen den Satz von Cook und Levin:

KNF-SAT ist np-vollstéandig.

@ Dann treten wir die Lawine los:

Wenn Ly <p Ly und wenn L4 ein NP-hartes Problem ist,
dann ist auch L, ein Np-hartes Problem.
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Der Satz von Cook-Levin

KNF-SAT ist np-vollstandig. (Web) J

@ Fir ein beliebiges Problem L € NP mussen wir die Reduktion L <,
KNF-SAT nachweisen.

@ Was wissen wir Uber L?

» L = L(M) gilt fir eine nichtdeterministische Turingmaschine M, die
in polynomieller Zeit T(n) arbeitet.

» Nach einer entsprechenden Schénheitsoperation: M hat das
Bandalphabet I' = {0, 1, B}, die Zustandsmenge {0, ..., q}, mit
Anfangszustand 0 und 1 als einzigem akzeptierenden Zustand.

» Wir kdnnen annehmen, dass alle Berechnungen auf einer Eingabe
w dieselbe Zeit T = T(|w|) in Anspruch nehmen: Lasse M, wenn
notig ,auf der Stelle treten”.

» Beachte, der Kopf kann in Zeit T nur Zellen mit den Adressen
—T,..., T erreichen.
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Unsere Aufgabe

Konstruiere in polynomieller Zeit eine Formel «,, flr Eingabe w mit

we L < Esgibt eine Berechnung von M, die w akzeptiert
& aw € KNF-SAT.

Wir missen mit Hilfe erflllender Belegungen flr a, Uber
akzeptierende Berechnung fir die Eingabe w ,reden® kénnen.

» Kdnnen wir mit Hilfe der Aussagenlogik programmieren?
» Was ist durch eine Konjunktion von Klauseln ausdriickbar?

* Die Implikation ,a — b“ entspricht der Klausel b\ —a.
* Die konjunktive Normalform erlaubt die Forderung, dass alle Klauseln
gleichzeitig erflillt werden mussen.

Wir benutzen aussagenlogische Variablen, um
Uber Zustande, Bandinhalte und Kopfpositionen reden zu kdnnen.
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Die Variablen von «,

@ Die Variablen
Zustand(i), 0<t< T, ie{0,...,q}

sollen auszudriicken, dass M zum Zeitpunkt t im Zustand / ist.
@ Die Variablen

Kopfi(wo), 0 <t< T, -T<wo<T

soll genau dann wahr sein, wenn sich der Kopf von M zum
Zeitpunkt t auf der Zelle mit Adresse wo befindet.

@ Die Variablen
Zelley(wo,was),0<t< T, -T<wo< T,was el

sollen auszudriicken, dass die Zelle mit Adresse wo zum
Zeitpunkt t das Symbol was speichert.
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Wie programmieren wir mit der Aussagenlogik?

Das Ziel: Erfullende Belegungen von «,, entsprechen
akzeptierenden Berechnungen. J

@ «y, wird die triviale Klausel Zustandr (1) besitzen:
» «y ist nur dann wahr, wenn Zustandr(1) wabhr ist.
» Die modellierte Berechnung endet in dem einzigen akzeptierenden

Zustand!
@ Kodierung der Startkonfiguration: Driicke aus, dass sich M im

Zustand 0 befindet, ihr Kopf die Zelle 1 liest, die Zellen 1,. .., |w|
die Eingabe w speichern und die restlichen Zellen das
Blanksymbol speichern.

[l
ag = Zustando(0) A Kopfo(1) A\ Zelleg(wo, w,o) A
wo=1
A Zelleg(wo, B).

wo €{—T,...,TI\{1,...,|w|}
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Ein kleines Problem

Wir mussen aber noch ausdriicken, dass M
- sich in genau einem Zustand befindet,
- ihr Kopf genau eine Zelle liest und
- jede Zelle genau ein Symbol speichert.

Allgemein missen wir ausdrlicken, dass genau eine der Variablen
Y1, --.,Ys wahr ist: Wir benutzen die Exklusivitatsformel

VsV, ¥s) = v vy A N (V)

1<i<j<s

~s ist eine KNF-Formel.
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Eindeutigkeit von Zustanden, Kopfpositionen und

Zellinhalten

Eindeutigkeit fir alle T Schritte erreichen wir durch:

Yg+1(Zustand;(0), . .., Zustand(q))

2
Il
P

T
o

Yor+1(Kopfi(—T), ..., Kopf(T))

>
>

t=0
T T

A /\ /\ v3(Zellet(wo, 0), Zelley(wo, 1), Zelley(wo, B)).
t=0wo=—T
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Beschreibung eines einzigen Schritts von M

@ Angenommen, wir haben erreicht, dass eine erflllende Belegung
von
YANag Aoy A N ag

einer Berechnung von M der Lange t entspricht.

@ Wie muB a4, 1 konstruiert werden, damit eine erflllende Belegung
von
AN WA AN AR AN e T AN THE

einer Berechnungen von M der Lange t + 1 entspricht?

at1 mul3 ausdriicken, dass sich
Zustand, Kopfposition und Zelleninhalt gemai dem Programm ¢§ und
der Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ &ndern.
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Anderung der Zellinhalte

@ Eine vom Kopf nicht besuchte Zelle bleibt unverandert:

Fir jede Position wo € {—T,..., T} und jedes Symbol
was € {0,1,B} nehmen wir deshalb die Klausel

Zelle(wo, was) A =Kopf,(wo) — Zellesy1(wo, was)

in die zu konstruierende Formel a1 auf.

@ Wenn eine Zelle vom Kopf besucht wird, dann konsultiere das
Programm 6.

» Wenn es B Befehle in ¢ gibt, dann fihre die B Befehlsvariablen

Befehl,(/) furi = 1,...,B

ein, und fordere, dass zu jedem Zeitpunkt t genau ein Befehl i
ausgefiihrt werden darf.

» Verandere den Zellinhalt, den neuen Zustand und die Kopfposition
entsprechend dem auszufiihrenden Befehl.
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Wenn die Zelle vom Kopf besucht wird, ...

Der ite Befehl habe die Form

(g,was) — (¢',was’,Richtung).

Es sei zum Beispiel Richtung = 1inks. Dann erscheinen die
folgenden Klauseln in o+

Zellet(wo,was) A Kopfi(wo) A Zustand;(q) A Befehl;, (i)
—  Zustand;1(q)

Zellet(wo, was) A Kopfi(wo) A Zustand(q) A Befehl;, (i)
—  Zelleg, 1 (wo,was’)

Zelley(wo, was) A Kopf;(wo) A Zustandi(q) A Befehl; (i)
—  Kopf; 4(wo —1).
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Auswahl des Befehls

@ Fur jedes Paar (g, a) von Zustand g und Bandsymbol a sei

B(q.a) = {i | Befehlistim Zustand q ausfuhrbar, wenn
Buchstabe a gelesen wird}.

@ M wéhlt einen ausfihrbaren Befehl nichtdeterministisch:

Zelle((wo, was) AKopf,(wo) AZustandi(q) —  \/  Befehly.q(i).
ieB(qg,was)

@ Es ist genau ein Befehl auszuflihren und wir erreichen dies durch

~vs(Befehl;,1(0), Befehl; 1(1),...,Befehl;, 1(B)).
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Definition von ay,

@ Zuerst zur Definition von o 1:
Wir nehmen alle Klauseln auf,
» die Zellinhalte nicht besuchter Zellen beschreiben sowie
» die Klauseln, die den neuen Zustand, die neue Kopfposition und
den neuen Zellinhalt der besuchten Zelle beschreiben
» Gleiches gilt fir die Klauseln, die den neuen Befehl auswahlen.

@ Die Definition von «a, ist jetzt abgeschlossen:
ay =7 A ag Aaqy A--- Aar AZustandr(1).

@ Die wesentlichen Eigenschaften von ay:

» Eine erflllende Belegung entspricht einer akzeptierenden
Berechnung und umgekehrt.

» Fir die Konstruktion von «,, missen wir nur die Eingabe w und das
Programm der Turingmaschine kennen. Die Konstruktionsvorschrift
ist einfach.

» «ay kann in polynomieller Zeit (in |w|) berechnet werden!
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Zusammenfassung

@ Die Aussagenlogik kann Uber nichtdeterministische
Berechnungen reden.

@ Warum ist KNF-SAT schwierig?

» Gerade weil wir Aussagen Uber nichtdeterministische
Berechnungen machen kénnen.
@ Warum haben wir mit Turingmaschinen gearbeitet?
» Um den Satz von Cook-Levin mit einem nicht zu komplizierten
Argument flhren zu kénnen.
» Aber wir wissen, dass die Aussagenlogik ebenfalls Aussagen Uber

nichtdeterministische Berechnungen von Supercomputern treffen
kann.
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