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Aufgabe 4.1 Normalformen

a) Gegeben sei die Formel ¢:= ((AA-B)® C)V (mAA-B).

i) Geben Sie eine zu ¢ dquivalente Formel £ in KNF an.

ii) Geben Sie eine zu —p dquivalente Formel ¢ in DNF an.

iii) Geben Sie eine zu ¢ dquivalente Formel ¢’ in DNF an.

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.
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(16 +9+ 3 = 28 Punkte)

b) i) Geben Sie eine zu 1 := (X7 = Xo) A (X2 — X3) A (X3 — X;) dquivalente Formel ¢’ in

DNF an.

ii) Geben Sie eine zu x := (X1 ® X2) V (X2 <> X3) V (X3 @ X4) dquivalente Formel x/ in

KNF an.

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

c) Geben Sie eine zu w:= 1 dquivalente Formel &’ in KNF an.

Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

Aufgabe 4.2 Das n-Springer-und-Laufer-Problem (64 (4+6+6-+4+4)+6-+4 = 40 Punkte)

Fiir ein gegebenes n € Nyg sollen Springer und Ldufer auf einem nxn-Schachbrett so platziert
werden, dass sie sich nicht gegenseitig bedrohen, d.h. keine Figur soll eine andere Figur schlagen
kénnen. Auferdem muss in jeder Spalte und in jeder Zeile mindestens eine Figur stehen und es muss
insgesamt mindestens einen Springer und mindestens einen Laufer geben. Natiirlich kann auf jedem
Feld hochstens eine Figur stehen. Eine Platzierung geméfs dieser Regeln bezeichnen wir als Lésung

des n-Springer-und-L&ufer-Problems.

Abbildung 1: Zwei 8 x 8-Schachbretter. Der Laufer auf (7,3) auf
dem linken Brett bedroht alle rot markierten Felder. Der Springer
auf (3, 4) auf dem rechten Brett bedroht alle blau markierten Felder.
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a) Besitzt das n-Springer-und-Léufer-Problem fiir n=3 bzw. n=4 eine Losung?

b) Modellieren Sie das n-Springer-und-Laufer-Problem durch aussagenlogische Formeln. Verwen-
den Sie im Folgenden fiir alle 4,5 € {1,...,n} die aussagenlogische Variable L;; mit der
Bedeutung ,auf dem Feld (7, j) in Zeile ¢ und Spalte j steht ein Laufer sowie die Variable S; ;
mit der Bedeutung ,auf dem Feld (7, j) in Zeile ¢ und Spalte j steht ein Springer.

Geben Sie jeweils auch eine kurze umgangssprachliche Erlduterung Ihrer Formeln an.

Hinweis: Notationen wie /i (...), Ajy(-..) oder Aj; e (...) und Beispiel 3.48 (Sudoku)
aus dem Skript konnen hilfreich sein.

i) Konstruieren Sie eine Formel Hochstens; ;, die aussagt, dass auf dem Feld (i, j) héchstens
eine Schachfigur steht.

ii) Konstruieren Sie eine Formel Springer; ;, die aussagt: ,Wenn ein Springer auf dem Feld
(i,7) steht, darf auf den von ihm bedrohten Feldern keine weitere Schachfigur stehen®.

Hinwess: Fiir jedes Feld (i,75) € {1,...,n} x {1,...,n} ist
die Menge aller von einem Springer auf (¢, ;) bedrohten Felder. Nutzen Sie diese Menge fiir die
Konstruktion der Formel Springer; ;.

iii) Konstruieren Sie eine Formel Laufer; j, die aussagt: ,Wenn ein Laufer auf dem Feld (4, j)
steht, darf in den Diagonalen des Feldes (i, j) keine weitere Schachfigur stehen®.

iv) Konstruieren Sie Formeln Zeile; bzw. Spalte;, die aussagen, dass in Zeile i bzw. Spalte j
mindestens eine Schachfigur steht.

v) Konstruieren Sie eine Formel Mindestens, die aussagt, dass mindestens ein Springer und
mindestens ein Laufer auf dem Schachbrett stehen.

c) Geben Sie eine Formel ¢,, an, sodass die erfiillenden Belegungen von ¢,, genau den Losungen
des n-Springer-und-Liufer-Problems entsprechen.

d) Geben Sie eine zu ¢, dquivalente Formel 1), in KNF an.

Aufgabe 4.3 Resolution (4+10+10 = 24 Punkte)

In Teil b) und c¢) geniigt eine graphische Losung.

a) Erldutern Sie, warum der folgende ,Resolutionsschritt* falsch ist:

{X,-Y}L{-X,Y}

€

b) Zeigen Sie mit Resolution, dass die folgende KNF-Formel ¢ unerfiillbar ist.

Y:i=EAN(=CV=E)A(BVCV-E)A(AV-BVCV-E)A(-AV-BV-D)A(CV-EVD)
Hinweis: Wandeln Sie die Formel zunéchst in eine Menge von Disjunktionstermen um.

c) Leiten Sie mittels Resolution den leeren Disjunktionsterm e aus der Menge K her.

K= {{—|A,B, ~C}, {A,~C},{=A,C}, {B,C}, {A,-B}, {~A, B, ﬁC}}



Aufgabe 4.4 Zweistufige Normalform (4+6+20* = 10 Punkte + 20* Extrapunkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir eine Verallgemeinerung von DNFs und KNFs, die zweistufige Nor-
malform. Eine Formel der Form

k m;
= © O lij
i=0j=1

mit Junktoren ©,8 € {V,A, >, @} und Literalen l;; fir alle ¢ € {1,...,k},j € {1,...,m;} heit
zweistufige Normalform, kurz ZNF. Beispiele fiir Formeln in ZNF sind:

po = (—|X1 V X3 \/X4) <~ (Xl \/XQ) — X9 mit © =<,0 =V
(,03::(X2/\X3)\/(—|X2/\X3> mlt@:\/,B:/\

Mit Satz 3.67 im Skript wurde gezeigt, dass es Formeln ¢,, iiber n Variablen gibt, so dass sowohl jede
DNF als auch jede KNF aus mindestens 2" ~! Termen besteht. Ist eine kurze Darstellung einer jeden
Formel mit den méachtigeren ZNFs moglich? Diese Frage mochten wir im Folgenden untersuchen.

a) Geben Sie eine zu ¢ dquivalente Formel ¢} in DNF an.

b) Geben Sie eine zu ¥:= —(X; — = X3) > (X3 A =Xy) + (X1 @ —X,) dquivalente Formel v’ in
ZNF an.

c) Widerlegen Sie die folgende Aussage. Fiir alle n € Ny gilt: Zu jeder aussagenlogischen Formel
Xn iiber den Variablen Xi, Xy, ..., X, gibt es eine dquivalente ZNF Y/ iiber den Variablen
X1, X9, ..., Xy, so dass x/, hochstens n Terme hat.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuniichst anhand einer Wahrheitstafel, wie viele semantisch verschiedene
Formeln iiber n Variablen es gibt. Finden Sie anschliefend eine obere Schranke auf die Anzahl aller
aus hochstens n Termen bestehenden ZNFs iiber n Variablen.



