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Aufgabe 7.1 Streit unter Schafen (7+8 = 15 Punkte)

Ein Schéfer besitzt acht Schafe A, B, C, D, E, F, G, H. Diese muss er {iber den Winter in drei Stéllen
unterbringen. Die Stélle konnen jeweils alle Schafe aufnehmen, es gibt jedoch folgende Unvertrig-
lichkeiten zwischen den Schafen:

— Schaf A kann die Schafe B und E aufgrund ihres {ippigen Fells nicht leiden.

— Schaf C hasst die Schafe B, E und G, da diese grofer sind.

— Schaf D mag die Schafe B und G nicht, weil diese stéindig ,,muh“ statt ,m#h* sagen.

— Schaf H vertragt sich nicht mit Schaf E bzw. G, da diese nicht Schach spielen kénnen.

— Schaf F wird stédndig , Schaf des Jahres* und wird deshalb von jedem Schaf aufer A gehasst.

a) Zeichnen Sie den ungerichteten Konfliktgraphen G = (V, E) mit V = {A,B, ..., H}.

Verwenden Sie folgende Vorlage:

b) Gibt es eine konfliktfreie Aufteilung der acht Schafe auf die drei Stélle?
Wenn ja, geben Sie eine solche an. Wenn nein, begriinden Sie, warum es keine gibt.

Welches graphentheoretische Problem ist hier zu 16sen?



Aufgabe 7.2 Flussiiberquerung (13+ 15+ 8+ 15* = 36 Punkte + 15* Extrapunkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir unabhdngige Knotenmengen und Knotentiberdeckungen (siehe auch
Abschnitt 5.1.3.3 im Skript) eines ungerichteten Graphen G = (V, E):

Eine Knotenmenge I C V heifit unabhangig, wenn {u,v} ¢ E f.a. u,v € I gilt, wenn also keine zwei
Knoten in I durch eine Kante verbunden sind.

Eine Knotenmenge C' C V heift Knoteniiberdeckung, wenn e NC # () f.a. e € F gilt, wenn also jede
Kante mindestens einen Endpunkt in C besitzt.

Ein Bauer besitzt eine Menge V von Tieren, welche er iiber einen reifenden Fluss auf eine andere
Weide bringen will. Am Ufer liegt ein Boot, welches ihn und k < |V/| seiner Tiere tragen kann. Er
muss also mehrfach fahren, um alle Tiere iiber den Fluss zu bringen.

Einige der Tiere vertragen sich nicht und wiirden einander angreifen, wenn er nicht bei ihnen ist. Die
Konflikte zwischen den Tieren sind durch einen ungerichteten Konfliktgraphen G = (V, E) gegeben:
Gibt es eine Kante {u,v} € E zwischen zwei Tieren u,v € V, dann darf er die beiden Tiere nicht
zusammen auf einer Seite des Flusses zuriick lassen.

Eine Losung des Problems ist eine Folge von Bootsfahrten, so dass niemals zwei in Konflikt stehende
Tiere an einem Ufer zuriick gelassen werden und am Ende alle Tiere, der Bauer und das Boot am
anderen Ufer sind.

a) Zeigen Sie: Wenn es keine unabhéngige Knotenmenge I mit |I| > |V| —k in G gibt, dann gibt
es keine Losung.

Hinweis: Betrachten Sie die erste Fahrt.

b) Zeigen Sie: Wenn k > |C| + 1 fiir eine Knoteniiberdeckung C' von G gilt, dann gibt es eine
Losung.
Hinweis: Beschreiben Sie mithilfe von C' eine konfliktfreie Folge von Uberfahrten.

c) Zeigen oder Widerlegen Sie: Wenn es eine Losung gibt, dann gilt & > |C| + 1 fiir eine Knoten-
iiberdeckung C von G.

d*) Sei I € N. Zeigen Sie: Wenn es eine unabhéngige Knotenmenge der Kardinalitét [ in G gibt,
dann gibt es eine Knoteniiberdeckung der Kardinalitit |V| — [ in G.



Aufgabe 7.3 Syntaz- und Rekursionsbiume (6 +7+8 = 21 Punkte)

a) Geben Sie den Syntaxbaum fiir die aussagenlogische Formel ¢:= ((zVy) > =(—zVz2))A(yA-z)
an. (Ohne Begriindung)

b) Betrachten Sie die Funktion farn_naiv, welche auf naive Weise die Anzahl der Blitter des n-ten
Fibonacci Farns F,, (sieche Aufgabe 6.1) fiir n € Ny rekursiv berechnet:
farn_naiv(n):
if(n <= 2) return 1;
else return ( 2*farn_naiv(n-2) + farn_naiv(n-1) );

Geben Sie den Rekursionsbaum Baum(5) fiir den Aufruf farn_naiv(5) in grafischer Darstellung
an. (Ohne Begriindung)

Ist Baum(5) ein Bindrbaum? Ist er ein voller Bindrbaum? Ist er ein vollstdndiger Bindrbaum?

k

¢) Betrachten Sie die Funktion power zur Berechnung der k-ten Potenz x" einer ganzen Zahl z :

def power(x, k):

if k == 0:
return 1

elif k % 2 == 0: # falls k gerade
return power (x*x, k/2)

else:

return x * power(x, k-1)

Geben Sie den Rekursionsbaum Baum(10,9) fiir den Aufruf power(10,9) in grafischer Darstel-
lung an. Beschriften Sie Knoten, welche einem Aufruf power (x,k) entsprechen, mit dem Paar
(x,k). (Ohne Begriindung)

Aufgabe 7.4 Modellierung von Spielen durch DAGs (12+4+10 = 26 Punkte)

Wir betrachten das Spiel NIMMFUONFHALBEODERDRITTEL, das wie folgt definiert ist: Zwei Spieler,
Alice und Bob, spielen gegeneinander. Zu Beginn des Spiels liegen 35 Holzer auf dem Tisch. Die
beiden Spieler sind abwechselnd am Zug, Alice beginnt. In jedem Zug kann der zichende Spieler eine
der folgenden Aktionen ausfithren:

I) fiinf Holzer vom Tisch entfernen,
II) falls eine gerade Anzahl an Holzern auf dem Tisch liegt, den Haufen halbieren, also die Hilfte
der Holzer vom Tisch nehmen.
I1I) falls eine durch Drei teilbare Anzahl an Holzern auf dem Tisch liegt, den Haufen dritteln, also
zwei Drittel der Holzer vom Tisch nehmen.

Es gewinnt der Spieler, der als letztes einen Zug ausfiihren konnte (also der Spieler, nach dessen Zug
ein oder kein Holz auf dem Tisch liegt).

a) Modellieren Sie das Spiel durch einen gerichteten azyklischen Graphen (DAG). Ein Knoten
reprisentiert dabei einen Spielzustand und eine Kante einen Zug eines Spielers. Geben Sie eine
kurze Erlduterung Ihrer Modellierung an.

b) Ist es eine gute Idee fiir Bob, im zweiten Zug den Haufen zu halbieren?

c) Eine Gewinnstrategie fiir einen Spieler ist eine Vorschrift, die angibt, welcher Zug als néchstes
getitigt werden soll, um garantiert zu gewinnen.

i) Besitzt Alice eine Gewinnstrategie?
ii) Besitzt Bob eine Gewinnstrategie?



Aufgabe 7.5 Gradsequenzen (10* Extrapunkte)

Die Gradsequenz Seq(G) € N™ eines ungerichteten endlichen Graphen G = (V,E) mit n = |V]|
Knoten ist die aufsteigend sortierte Folge aller Knotengrade in G. Beispiele sind:

Seq(Gy) = (1,2,2,3) Seq(Gs) = (3,3,3,3,4)

Zeigen oder Widerlegen Sie: Wenn zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V’, E’) die gleiche Gradse-
quenz Seq(G) = Seq(G’) haben, dann sind sie isomorph.

Aufgabe 7.6 Kontaktgraph (10* Extrapunkte)

In einer Firma mit 12 Mitarbeitern wurde eine Person positiv auf Corona getestet. Zur Verfolgung
der Kontakte innerhalb der Firma trigt jeder Mitarbeiter einen Chip mit sich, der die direkten
Kontakte zu anderen Mitarbeitern der Firma automatisch erkennt und speichert.

Daraus ldsst sich ein ungerichteter Kontaktgraph G = (V, E) generieren. Dabei ist V' die Menge der
Mitarbeiter und E die Menge der Paare von Mitarbeitern, die direkten Kontakt zueinander hatten.

Aufgrund eines Programmierfehlers speichern die Chips leider nicht ab, mit welchen Mitarbeitern
es Kontakt gab, sondern lediglich die Anzahl der Mitarbeiter, mit denen es Kontakt gab.

Aus den Daten ist folgendes bekannt;:

Mitarbeiter ‘ ‘ b ‘ ‘ d
Anzahl Kontakte ‘ ‘ 2 ‘ 2
Mitarbeiter e ist infiziert.

Welche Mitarbeiter hatten direkten Kontakt mit der positiv getesteten Person und welche nicht?
Begriinden Sie Thre Antwort.



