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Aufgabe 4.1. Arbeiten mit Normalformen (44 (2 x2)+ 1+ (2 x 3) =15 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln ¢; ohne Begriindung an, ob sie in
e disjunktiver Normalform (DNF) vorliegt oder nicht.
e konjunktiver Normalform (KNF') vorliegt oder nicht.

i) p1:=(AVB)ANC i) g3:=-(AAN-B)V-C
ii) p2:=(AV B)A—~(=C) iv) pg:=-AVBV-C
b) Gegeben sei die Formel ¢:= (A& -C) A (-B — A) A B.

i) Geben Sie eine zu 1) dquivalente Formel § in DNF an.

ii) Geben Sie eine zu =) dquivalente Formel s in KNF an.
Es geniigt jeweils eine kurze Herleitung als Begriindung.
¢) Geben Sie eine zu o := =1 dquivalente Formel o’ in KNF an.

d) Losen Sie die folgenden Aufgaben ohne Verwendung von Wahrheitstafeln. Begriinden Sie Thre
Antwort stattdessen jeweils durch geeignete (dquivalente) Umformungen.

Geben Sie fiir die folgenden Formeln ¢ und y die geforderte Normalform an:

i) Eine zu ¢:= (A — B) — C dquivalente Formel ¢’ in DNF.
ii) Eine zu x:= (A + B) A (B <> C) éaquivalente Formel y’ in KNF.

Es geniigt jeweils eine kurze Herleitung als Begriindung.

Bitte wenden!



Aufgabe 4.2. DNFs im Biiro

Ein Biiromensch méchte vom Eingang des Biirowolkenkrat-
zers aus seinen Schreibtisch erreichen, der sich weit oben auf
der anderen Seite des Gebdudes befindet. Da der Aufzug aufer
Betrieb ist, muss er die Treppen nehmen. Im Wolkenkratzer
gibt es zwei zueinander parallele (vertikale) Treppenhéauser,
die in jedem Stockwerk durch einen (horizontalen) Biiroflur
verbunden sind. Die Menge Z, := {1,2} x{1,2,...,n+1}
enthélt alle offenen Zugéinge zwischen Treppenhédusern und
Fluren. Zwischen je zwei Zugéngen (a,b), (a,b+1) € Z,
gibt es einen Treppenabschnitt, zwischen je zwei Zugingen
(1,b),(2,b) € Z,, verlauft ein passierbarer Flur. Der Hauptein-
gang ist nahe Zugang (1, 1), der ersehnte Schreibtisch befindet
sich bei Zugang (2,n + 1).

Leider sind auch einige der vertikalen Treppenabschnitte auf-
grund von Renovierungsarbeiten nicht begehbar. Der Biiro-
mensch moéchte nun mit Hilfe von DNFs herausfinden, ob
er seinen Schreibtisch tiberhaupt erreichen kann. Er definiert
die aussagenlogischen Variablen Ly, ..., L,, R1, ..., R,, wobei
Variable L; ausdriickt, dass der Treppenabschnitt zwischen
den Zugéngen (1,4) und (1,i+1) weiterhin begehbar ist, und
R; ausdriickt, dass der Treppenabschnitt zwischen den Zugan-
gen (2,4) und (2,i+1) weiterhin begehbar ist.

Da der Biiromensch seinen Beinen nicht zu viel zumuten
mochte, kommen fiir ihn nur ertrigliche Wege in Frage. Diese
haben die folgenden Eigenschaften: (1) Er muss nie Treppen
herunterlaufen und (2) nur in genau einem Stockwerk durch
den Flur das Treppenhaus wechseln.

(4 + 6 + 4 = 14 Punkte)
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a) Sei n = 2. Bestimmen Sie eine Formel ¢o in DNF, die ausdriickt, dass der Biiromensch seinen
Schreibtisch trotz der Renovierungsarbeiten iiber mindestens einen ertraglichen Weg erreichen

kann.

b) Bestimmen Sie fiir allgemeines n € Ny eine Formel ¢, in DNF, die ausdriickt, dass der Bii-
romensch seinen Schreibtisch trotz der Renovierungsarbeiten iiber mindestens einen ertréglichen

Weg erreichen kann.

¢) Bestimmen Sie fiir allgemeines n € N eine Formel v, in DNF, die ausdriickt, dass der Biiro-
mensch seinen Schreibtisch nicht iiber einen ertraglichen Weg erreichen kann.

Beschreiben Sie jeweils zuerst Thre Idee bzw. skizzieren Sie Ihren Losungsweg.

Bitte wenden!



Aufgabe 4.3. Tower Defense ((3x2)+ (24 12) + 1 = 21 Punkte)

Eine mittelalterliche Konigin mochte den Zugang zu ihrer Burg besser schiitzen. Nach Riicksprache
mit ihrer Baumeistergilde wird schnell klar, dass die meisten herkémmlichen Verteidigungslosungen
(wie z.B. Burggridben) aus verschiedenen Griinden nicht umsetzbar sind. Stattdessen sollen Tiirme im
Vorhof der Burg errichtet werden, die dann mit Wachposten besetzt werden kénnen. Diese kénnen die
umherwandernden Personen in der Nihe als (vertrauenswiirdige) Untertanen oder als Eindringlinge
identifizieren und gegebenenfalls Alarm schlagen.

Seien n,m € N mit n,m > 3. Der Vorhof wird zur Modellierung in ein Raster mit n Zeilen und m
Spalten unterteilt, woraus sich nm Felder ergeben, die wir in der Menge F' :={1,...,n} x {1,...,m}
zusammenfassen. Hierbei bezeichnet (i,7) € F' das Feld in Zeile ¢ und Spalte j. Der Vorhof kann nur
tiber das Feld (n,1) oder iiber den Burgeingang an Position (1,m) erreicht werden.
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Verbindung zur Aufsenwelt

Abbildung 1: lustration des Rasters

Zwei verschiedene Felder heiffen benachbart, wenn entweder ihre Spaltenindizes identisch sind, wéhrend
sich ihre Zeilenindizes um genau 1 unterscheiden, oder ihre Zeilenindizes identisch sind, wahrend sich
ihre Spaltenindizes um genau 1 unterscheiden.

Es gibt zwei verschiedene Arten von Tirmen, die laut Baumeistergilde gebaut werden konnen: Einzel-
tiirme, die genau ein Feld belegen, sowie groflere Vierertirme, die vier zu einem Quadrat angeordnete
Felder belegen. Formal belegt jeder Viererturm eine Menge M an Feldern mit | M| = 4, sodass es fiir
jedes Feld (i,7) € M genau zwei verschiedene benachbarte Felder in M gibt. Fiir jeden FEinzelturm
auf Position (7, j) heifen die Zeilen bzw. Spalten angrenzend, auf denen ein von (i,j) benachbartes
Feld liegt. Fiir jeden Viererturm, der die Menge M an Feldern belegt, heifsen die Zeilen bzw. Spalten
angrenzend, auf denen ein Feld liegt, dass zu mindestens einem Feld aus M benachbart ist, aber nicht
selbst in M liegt.

Die Anordnung der Tiirme auf dem Raster darf nicht beliebig erfolgen, denn natiirlich muss die Burg
weiterhin von Auflen erreichbar sein und auch die Tiirme miissen leicht zugénglich bleiben. Sie diirfen
aber davon ausgehen, dass nur die beiden Arten von Tiirmen verwendet werden. Die Baumeistergilde
stellt folgende Regeln fiir ihre Platzierung auf:

1) Jedes Feld kann nur mit hochstens einer Art Turm bebaut werden.

2) Die Felder (n,1) und (1, m) miissen frei bleiben.

3) In den angrenzenden Spalten jedes Finzelturms miissen seine benachbarten Felder frei bleiben.
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4) In den angrenzenden Spalten jedes Viererturms miissen seine benachbarten Felder frei bleiben.
) In den angrenzenden Zeilen jedes Finzelturms darf sich kein weiterer Einzelturm befinden.

)

Die angrenzenden Zeilen jedes Viererturms miissen vollstandig frei bleiben.

Die Suche nach einer giiltigen Platzierung der Tiirme soll durch aussagenlogische Formeln modelliert
werden. Die Variablenmenge sei AVAR = {E; ; | (i,7) € F}U{V;; | (i,j) € F'}, wobei E; ; genau dann
wahr ist, wenn sich auf Feld (i, j) ein Einzelturm befindet und V; ; genau dann wahr ist, wenn sich auf
Feld (i, ) ein Teil eines Viererturms befindet.



a) Fiir einige der im Text definierten Begriffe soll eine alternative, formale Definition mithilfe von
Mengen gefunden werden. Die explizite Verwendung der bereits definierten Begriffe ist hierbei
ausgeschlossen. Definieren Sie entsprechend...

i) ... die Menge B;; C F' aller benachbarten Felder eines beliebiges Feldes (,7) € F'.
ii) ... die Menge S; ; C {1,...,m} aller angrenzenden Spalten eines Einzelturms, der auf einem
beliebigen Feld (¢, j) € F platziert ist.
iii) ... die Menge Zy; C {1,...,n} aller angrenzenden Zeilen eines beliebig platzierten Vie-
rerturms, der die Menge M = {(4,7),(s + 1,7),(4,5 + 1),(¢ + 1,7 + 1)} C F an Feldern
belegt.

b) Stellen Sie nun aussagenlogische Formeln ¢1, ..., ¢ auf, sodass ¢, genau dann erfiillt ist, wenn
die ¢-te Regel fiir die Platzierung der Tiirme eingehalten wird. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Geben Sie ¢1 und @9 in KNF ohne weitere Begriindung an.

ii) Erldautern Sie jeweils kurz Ihre Idee zu s, ..., g, bevor Sie die jeweilige Formel angeben.
Diese muss nicht unbedingt in KNF' vorliegen.

¢) Geben Sie eine aussagenlogische Formel ¢ an, die genau dann erfiillt ist, wenn alle sechs Regeln
zur Platzierung der Tiirme eingehalten werden. Diese muss nicht unbedingt in KNF vorliegen.

Die Ubungsblétter und weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie unter
https://algo.cs.uni-frankfurt.de/lehre/dismod/winter2324/dismod2324.php

Kontakt: Tim Koglin, Conrad Schecker (dismod23@cs.uni-frankfurt.de).


https://algo.cs.uni-frankfurt.de/lehre/dismod/winter2324/dismod2324.php

