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Aufgabe 6.1. Weihnachtsmarkt (444 + 4 = 12 Punkte)

Ein Standbetreiber des Weihnachtsmarktes mochte die Anzahl der Kunden a,, fiir jeden Tag n € N5g
nach Eréffnung des Marktes abschétzen. Da zufriedene Kunden fiir gewohnlich andere Kunden von der
Qualitét der Produkte iiberzeugen, hangt a, unter anderem von der Anzahl der Kunden der vorherigen
Tage ab. Es werden verschiedene Annahmen getroffen:

a) Angenommen, es gelte a,+1 = 2a, + 1 fiir alle n > 1, sowie a; = 7.
b) Angenommen, es gelte a, 2 = a, + 4 fir alle n > 1, sowie a; = 3, ag = 5.
c¢) Angenommen, es gelte a, = (a,_1)? fiir alle n > 2, sowie a; = 2.

Geben Sie jeweils einen geschlossenen, nicht-rekursiven Ausdruck fiir a, an und beweisen Sie seine
Korrektheit per vollstéandiger Induktion.

Aufgabe 6.2. Bobs opulente Bdckerei (24 1+ 6+ 2 =11 Punkte)

Bobs opulente Bdckerei hat einen treuen Kundenstamm aus insgesamt m € Ny Personen, die zur
Weihnachtszeit ein kleines Geschenk erhalten sollen. Bob stellt n € Ny verschiedene, originelle Weih-
nachtsspezialitdten her - inklusive der neusten Kreation. Diese sollen auf m dufterlich ununterscheidbare
Geschenkboxen verteilt werden. Dabei ist Neid moglichst zu vermeiden, wiahrend sich Bob auferdem
eine moglichst breite Riickmeldung iiber die Spezialitiaten erhofft. Daher gilt fiir eine giiltige Auf-
teilung: Jede Geschenkbox enthélt genau eine Weihnachtsspezialitat und jede Weihnachtsspezialitat
wird hochstens einmal vergeben. Fiir gegebene n,m bezeichne T'(n,m) die Anzahl der verschiede-
nen giiltigen Aufteilungen, wobei symmetrische Aufteilungen (aufgrund der Ununterscheidbarkeit der
Geschenkboxen) nicht mehrfach gezdhlt werden.

Losen Sie die folgenden Teilaufgaben jeweils mit kurzer Begriindung;:
a) Geben Sie alle giiltigen Aufteilungen fiir den Fall n = 5, m = 2 sowie deren Anzahl T'(5,2) an.

b) Zunéchst iiberlegt sich Bob, ob die neuste Kreation {iberhaupt verschenkt werden sollte oder
nicht. Produktchefin Alice merkt an, dass sich das Problem mit der Aufteilung vereinfacht, wenn
die neuste Kreation ebenfalls in eine Geschenkbox gepackt werden wiirde. In diesem Fall wiirden
nédmlich nur noch m — 1 leere Geschenkboxen iibrig bleiben, die bepackt werden miissten. Dafiir
stehen noch n — 1 verschiedene Weihnachtsspezialitdten zur Verfiigung.

Angenommen, die neuste Kreation wird nicht in eine Geschenkbox gepackt: Wie lautet dann die
Anzahl moéglicher Aufteilungen?

¢) Entwerfen Sie mithilfe der Beobachtungen aus der vorherigen Teilaufgabe eine rekursive Berech-
nungsmethode fiir T'(n, m) fiir beliebige n,m € N5g. Geben Sie hierfiir Basisfille und Rekursi-
onsfélle an und begriinden Sie diese jeweils.

d) Berechnen Sie T'(6,3) mithilfe der rekursiven Berechnungsmethode. Ein nachvollziehbarer Re-
chenweg ist als Begriindung ausreichend. Sie diirfen das Ergebnis von T'(5,2) aus der ersten
Teilaufgabe einsetzen.

Bitte wenden!
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Aufgabe 6.3. Korrektheit eines rekursiven Programms (10 Punkte)

Der folgende rekursive Algorithmus soll fiir eine beliebige Menge A = {a1,...,a;n} mit m € Nyg
Elementen die Menge aller moglichen Anordnungen der Elemente von A ausgeben. Eine Anordnung
der Elemente von A ist ein m-Tupel, das genau diese Elemente (in irgendeiner Reihenfolge) enthalt.
Sie diirfen annehmen, dass es m! paarweise verschiedene Anordnungen der Elemente von A gibt.

function perm({ay,...,an}):
if m =1 then
‘ return {(a1)};
else
M = (;
S := perm({ai,...,am-1}); /* Alle Anordnungen ohne a,,. */
foreach (z1,...,2,,-1) € S do
t1:= (s 1y oy Tme1) 5 /* Fige a,, an Stelle 1 ein. */
tm = (1, .., Tm—1,0m) ; /* Flige a,, an Stelle m ein. */
M:=MU {tl,tm};
fori=2,...,m—1do
L= (1, T, Gy T v oy Tp1) /* Fiige a,, an Stelle i ein. */
M := M U{t};
end
end
return M;
end
end

Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass der Algorithmus korrekt arbeitet, also fiir jede Einga-
bemenge {aq,...,a,} die Menge aller Anordnungen von aq, ..., a,, ausgibt.

Hinweis: Argumentieren Sie z.B. iiber die Anzahl der paarweise verschiedenen Anordnungen.

Aufgabe 6.4. Aus gegebenem Anlass (2 Punkte)

Ein Fulerweg ist ein Weg in einem Graphen, der jede Kante genau einmal durchlduft. Ein ungerichteter
zusammenhédngender Graph enthélt genau dann einen Eulerweg, wenn zwei oder keiner seiner Knoten
von ungeradem Grad sind. Hat kein Knoten ungeraden Grad, handelt es sich bei dem Eulerweg um
einen Fulerkreis.

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit |V| = 5 Knoten. Zeichnen Sie in die unten
gegebene Vorlage eine Kantenmenge E aus |F| = 8 Kanten ein, so dass der resultierende Graph G
einen Eulerweg, jedoch keinen Eulerkreis enthilt. Geben Sie einen méglichen Eulerweg explizit an.
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Bitte wenden!



Aufgabe 6.5. Ausfallsichere Topologien (3 + (34 3+ 6) = 15 Punkte)

Fiir die Ausfallsicherheit von Netzwerkinfrastruktur spielt die Netzwerktopologie eine entscheidende
Rolle. Um eine Menge von Rechnern ausfallsicher(er) iiber Leitungen zu vernetzen, sollte das Netzwerk
zumindest die folgenden Eigenschaften aufweisen:

(1) Jeder Rechner ist iiber mindestens zwei Leitungen an andere Rechner angeschlossen.
(2) Jeder Rechner kann jeden anderen Rechner iiber einen Leitungsweg erreichen.

(3) Auch wenn genau ein Rechner mitsamt all seinen angeschlossenen Leitungen ausfillt, miissen alle
anderen Rechner noch iiber mindestens einen Leitungsweg miteinander verbunden sein.

Dabei wird angenommen, dass auf jeder Leitung Daten in beide Richtungen gesendet werden kénnen,
sofern die Rechner an den beiden Enden der Leitung nicht ausgefallen sind.

Ein solches Netzwerk kann als ungerichteter Graph dargestellt werden: Jeder Knoten représentiert
einen Rechner und jede Kante représentiert eine Leitung.

a) Formulieren Sie die Eigenschaften (1), (2) und (3) jeweils als graphentheoretische Aussage mit
den Definitionen aus der Vorlesung. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

b) Sein € Nmit n >3 und V:={1,...,n}.
Geben Sie fiir jede der Eigenschaften (1), (2) und (3) an, fiir welche Werte n diese in den durch
die Graphen G1, G5 und G35 beschrieben Topologien erfiillt ist und fiir welche nicht.
i) Gi=(V,E) mit By = {{1,i}:i€V, i#1}
ii) Go = (V,E) mit By = By U{{2,n}}U{{i,i+1} : i€V, 1<i<n}
iii) G3 = (V, B3) mit B3 = E$ U ESU ES U E{ U ES, wobei
ES ={{i,i—1}:i=2+3j,5 e Ni <n},
B} ={{i,i—1}:i=3j,j € Nso,i <n},
ES={{i,i—2}:1=3j,5 € Nyg,i <n},
E{={{i,i—1}:i=4+3j,j € N,i <n},
ES={{i,i—2}:i=443j,7 e Nji <n}.

Die Ubungsblétter und weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie unter
https://algo.cs.uni-frankfurt.de/lehre/dismod/winter2324/dismod2324.php

Kontakt: Tim Koglin, Conrad Schecker (dismod23@cs.uni-frankfurt.de).
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