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Dieses Ubungsblatt wird in der Vorlesung am 06.02. besprochen. Eine Abgabe erfolgt nicht. Die
Aufgaben konnen nicht vorgerechnet werden. Bitte bereiten Sie eine Losung vor.

Aufgabe 12.1 NFAs und Potenzmengenkonstruktion

a) Sei N der rechts abgebildete NFA iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}.

i) Welche der folgenden Worter liegen in L(N), welche nicht?
Begriinden Sie kurz.

ii) Konstruieren Sie mittels Potenzmengenkonstruktion einen
DFA D, der dieselbe Sprache wie N akzeptiert.
Beriicksichtigen Sie in D nur Zusténde, die vom Startzustand
von D aus erreichbar sind.

w1y = bbb ws ‘= abbbab

we = abab wa = baba

Losung:

1)

wy = bbb € L(N) iiber die Uberginge 0-2-1-3.

wy = abab ¢ L(N). Beim Lesen des ersten a-s muss zum Zustand 1 iibergegangen werden. Beim
Lesen des ersten b-s kann dann entweder der Zustand 3 oder der Zustand 2 erreicht werden. In
Zustand 3 stiirzt der Automat beim Lesen des néchsten a-s dann direkt ab. In Zustand 2 fiihrt
das Lesen des a-s nur zu Zustand 3, von dem aus das Lesen des letzten b-s nur zu Zustand 1
fiihrt. Damit kann nach Lesen des Wortes abab kein Endzustand erreicht werden und somit gilt
abab & L(N).

w3 = abbbab € L(N) iiber die Uberginge 0-1-2-2-1-1-3.

wy = baba ¢ L(N). Beim Lesen des ersten b-s muss zum Zustand 2 iibergegangen werden. Beim
Lesen des ersten a-s muss zum Zustand 3 iibergegangen werden. Beim Lesen des zweiten b-s muss
zum Zustand 1 libergegangen werden. Beim Lesen des zweiten a-s wird im Zustand 1 verblieben,
der nicht akzeptierend ist.

ii) Die folgende Tabelle hilft bei der Potenzmengenkonstruktion: Die Ubergangsfunktion fiir die neuen Zu-
stande ergibt sich durch Vereinigung der entsprechenden Mengen in den Zeilen dariiber.




q 6(g,a)  0(q,b)

{0} {1} {2}
{1} {1} {23}
{2} {3t {12}
{3} 0 {1}

0 0 0
{1.2t  {1,3} {1,2,3}
{23t {34 {12}

{1,3} {1}  {1,2,3}
{1,2,3} {1,3} {1,2,3}

b) Sei L die Sprache der Worter iiber dem Alphabet {a, b}, deren erstes, zweites oder drittes Symbol
gleich dem letzten Symbol ist. Konstruieren Sie einen NFA fiir die Sprache L.

LGsung:

Beachte zunichst, dass bei allen Wortern der Lange 1, 2 oder 3 immer das erste, zweite oder dritte Symbol
gleich dem letzten Symbol ist. Ansonsten muss der NFA aus den ersten drei Symbolen ein Symbol, das identisch
mit dem letzten Symbol ist, “erraten”.

Der unten abgebildete NFA erkennt die Sprache L.

Zustand 3 kann nur erreicht werden, wenn das erste, zweite oder dritte Symbol ein a war. Genau dann, wenn
das letzte Symbol ebenfalls ein a ist, kdnnen wir im akzeptierenden Zustand 5 (ohne vorzeitigen Absturz) enden.
Analog gilt dies fiir Zustand 4 und das Symbol b.

Andernfalls kdnnen wir nur akzeptierend (ohne vorzeitigen Absturz) terminieren, wenn das Wort die Linge 1, 2
oder 3 hat.




Aufgabe 12.2 Reguldre Ausdriicke
a) Gegeben seien die reguldren Ausdriicke

Ry = ((aaa)” | (b0)")7,
Ry := (aalablba)(a|b)*|alble und
R3 := (blab*a)*|(alba™b)*
i) Welche der folgenden Worter liegen in L(R;), L(R2) bzw. L(R3), welche nicht?

w1 = aabb wsy = bbaaabb w3 = ababab

ii) Beschreiben Sie die Sprachen L(R;), L(R2) und L(R3) umgangssprachlich.

Losung:

i) L(Ry) :
e w;j ist nicht in L(R;), denn der vordere Block von a's hat Lange 2, die Lange ist also kein
Vielfaches von 3.

e wy ist in L(Ry), denn jede nicht erweiterbare Folge von a's bzw. b's hat eine Lange, die ein
Vielfaches von 3 bzw. 2 ist.

e wjs ist nicht in L(R;), da beispielweise der vordere Block von a's Lange 1 hat, also die Lange
kein Vielfaches von 3 ist.
L(R2) :
e wy ist in L(Ry), da es nicht auf bb beginnt.
e wsy ist nicht in L(Ry), da es auf bb beginnt.
e wj ist in L(Ry), da es nicht auf bb beginnt.
L(R3) :
e wi ist in L(R3), denn es kommen gerade viele a's (und auch b's) vor.
e wy ist ebenfalls in L(R3), denn es kommen gerade viele b's vor.
e wjs ist nicht in L(R3), denn es kommen ungerade viele a's und ungerade viele b's vor.
i) L(R;) enthilt genau die Worte iiber dem Alphabet {a,b}, in denen alle nicht erweiterbaren Folgen
von a's bzw. b's eine Lange haben, die ein Vielfaches von 3 bzw. 2 ist.
L(R3) enthélt genau die Worter iiber dem Alphabet {a, b}, die nicht mit bb beginnen.

L(R3) enthilt genau die Worte iiber dem Alphabet {a, b}, welche gerade viele a's oder gerade viele
b's enthalten.

b) Geben Sie fiir die folgenden Sprachen je einen (moglichst kurzen) reguldren Ausdruck an, der
die Sprache beschreibt.

i = {w € {a,b}* : w enthilt genau ein a}

) Ln

) Ly == {w € {0,1}* : w enthilt weder das Teilwort 01 noch das Teilwort 10}
iii) Lg == {w € {a,b}* : w enthilt nicht das Teilwort bab}

) La

11

iv = {w € {a,b}* : w enthélt mindestens ein a und ein b.}

Sie miissen Thre Antworten nicht begriinden.

LGsung:

i) Ry :=b*ab*
Die Worte bestehen aus beliebig vielen b’s (oder keinem) gefolgt von einem einzigen a und wiederum
beliebig vielen b's (oder keinem).

i) Ry :=0%1*
Es darf keinen Wechsel von 0 auf 1 oder von 1 auf 0 im Wort geben. Die Sprache enthilt somit
genau die Worte, die nur aus Oen oder nur aus len bestehen (auch das leere Wort gehért dazu).

i) R3 = a*(blaaa*)*a*
Am Anfang oder Ende des Wortes kdnnen beliebig viele a's vorkommen. Mitten im Wort diirfen
beliebig viele b's vorkommen, a's zwischen b's allerdings nur in Bldcken, die mindestens zwei lang
sind.




iv) Jedes Wort in Ly muss ein a und ein b enthalten. Es gibt zwei M&glichkeiten: Das Wort enthilt
erst ein a und irgendwann folgt ein b, oder es enthélt erst ein b und irgendwann folgt ein a. Dieser
naive Ansatz fiihrt auf den reguldren Ausdruck

Ry = (a|b)"a(alb)"b(alb)” | (a|b)"b(alb)"a(alb)".
Das lasst sich nach dem Distributivgesetz vereinfachen zu
R, = (a|b)*(a(a\b)*b ‘ b(a|b)*a)(a|b)*.

Weiter kénnen wir uns iiberlegen, dass der Ausdruck (a|b)* am Anfang (bzw. am Ende, einer von
beiden) uberflissig ist. Entweder das Wort beginnt mit einem a und wir miissen auf das b warten
oder umgekehrt. AuRerdem: Um nach einem a auf das b zu warten, brauchen wir nicht den Ausdruck
(alb)* zwischen a und b, sondern nur ein a* — analog fiir den anderen Fall (erst b, dann a). Es
ergibt sich der folgende vereinfachte Ausdruck:

R = (aa™b | bb*a)(alb)*.

Aquivalent dazu ist die folgende Betrachtung: Falls ein Wort w € {a,b}* mindestens ein a und ein
b enthilt, dann muss es entweder das Teilwort ab oder das Teilwort ba enthalten. An irgendeiner
Stelle muss es ndmlich einen “Wechsel” geben, sonst wiirde w nur aus demselben Symbol bestehen
(oder es wiirde w = ¢ gelten). Entsprechend ergibt sich der folgende reguldre Ausdruck:

Ry" = (a|b)" (ablba)(alb)*

Aufgabe 12.3 Kontextfreie Grammatiken

a)

Sei G := (X,V, S, P) die kontextfreie Grammatik mit ¥ := {a,b,c}, V := {S,T} und

P={S—aScc|T
T — bl e}

Beschreiben Sie die Sprache L(G) umgangssprachlich oder mathematisch.

LGsung:

L(G) = {a™b"c*™ : m,n € N}

Gegeben sei die Sprache
Ly ={a™" : myneN, n<2m}.

Konstruieren Sie eine kontextfreie Grammatik G = (3,V, S, P) mit L(G1) = L;. Sie miissen
Ihre Antwort nicht begriinden.

L6sung:
Idee: mit jedem a kann kein, ein oder zwei b erzeugt werden.
Y = {a,b}

VvV ={S}
P:={S—aS|aSb|aSbb|c}

Gegeben sei die Sprache
Ly == {w € {0,1}" : fiir jedes Prifix v von w gilt: es gibt nicht mehr Nullen als Einsen in v}.

Konstruieren Sie eine kontextfreie Grammatik Gy = (X,V, S, P) mit L(G2) = Lo. Begriinden
Sie kurz die Korrektheit I[hrer Grammatik.

Hinweis: Die Prifixe eines Wortes wiws . .. w, € {0,1}" sind alle Worte w; ... w; mit 0 < i < n.



Losung:

¥ ={0,1}
VvV ={S}
P={S—150|SS|1]¢e}

Die von der Grammatik erzeugten Worte erfiillen die angegebene Eigenschaft, denn mit jeder 0 wird auch
eine 1 im Wortteil davor erzeugt.

Andererseits ist auch jedes Wort der Sprache ableitbar. Intuition: Worter in Ly mit genauso vielen Oen
wie len konnen als Klammerausdriicke aufgefasst werden: len sind 6ffnende Klammern und Oen sind
schlieBende Klammern. So kann man sich intuitiv iiberlegen, dass alle solchen Worter mit den Regeln
S — 150, S — SS und S — ¢ gebildet werden kdnnen. Die iibrigen Worter in Lo entstehen durch
weinstreuen” weiterer len, was durch die Regel S — 1 ermdglicht wird.

Formal kann man diesen zweiten Teil mit Hilfe der folgenden Eigenschaft zeigen. Fiir jedes Wort w € Lo
der Linge mindestens 2 trifft einer der folgenden zwei Fille zu.

e Fall 1: Es gilt w = wov fiir zwei Worter u,v € Lo die beide mindestens Lidnge 1 haben.

e Fall 2: Es gilt w = 1u0 fiir ein Wort u € Lo.

Aufgrund dieser Eigenschaft ldsst sich induktiv zeigen, dass jedes Wort w € Lo auch von der obigen
Grammatik erzeugt wird, da die Regel S — S.S induktiv Worter konstruieren kann, fiir die Fall 1 zutrifft,
wihrend die Regel S — 150 induktiv Worter konstruieren kann, fiir die Fall 2 zutrifft.

Der Vollstandigkeit halber hier noch der komplette Beweis fiir Ly C L(G3). Wir beweisen induktiv
folgende Aussage fiir alle n € N:

Fiir alle w € ¥ mit |w| > n gilt: w € Ly = w € L(G3).

Fir n =0 und n = 1 ist die Aussage korrekt, da die einzigen Worter dieser Langen in Lo die Worter
und 1 sind und diese von G5 erzeugt werden kénnen.

Nehme nun an, dass die Aussage fiir n € N gilt und betrachte ein beliebiges Wort w € Ly mit |w| = n+1.
Sei w = wowy ... w, mit w; € X fir alle i < n.

Fall 1: Es gibt eine Zerlegung w = wv fiir zwei Worter u,v € Ly, die mindestens Lange 1 haben.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann u,v € L(G2) und somit kann die Grammatik G2 mit der Regel
S — S5 auch das Wort w = uv erzeugen. Es gilt also w € L(G2).

Fall 2: Fiir jede Zerlegung w = wv mit |u|, |v| > 1 gilt: uw & Ly oder v € Lo. Nach Definition von Lo
gilt wy = 1 (sonst hatte das Prafix der Lange 1 mehr Oen als len). AuBerdem muss w,, = 0 gelten, denn
sonst lieBe sich das Wort in u = wow; ... w,_1 € Ly und v = w,, € Ly zerlegen. 4

Weiterhin kdnnen wir zeigen, dass der Mittelteil des Wortes in Lo liegt, also wiws ... w,_1 € La:
Angenommen dies wiare nicht der Fall. Dann gibt es ein Prafix w; ... w; dieses Wortes, das eine 0 mehr
als len enthilt. Somit hat wowy ... w; = lwyws . .. w; genauso viele Oen wie len. Das heillt aber: Hatte
das restliche Teilwort w; 1 1w; s ... w, ein Prifix, das mehr Oen als len enthilt, dann hitte das Teilwort
wowy . .. w; ebenfalls mehr Oen als 1en und somit wéire w & Lo. 4 Esist also w = uv mit u = wowy ... w;
und v = w1 Wit2 ... Wy eine Zerlegung von w, die im aktuell betrachteten Fall ausgeschlossen ist. 4

Wir haben also gezeigt, dass w = 1u0 fiir ein Wort u € Ly. Nach Induktionsvoraussetzung liegt u auch
in L(G3) und damit erlaubt die Regel S — 150, auch das Wort w abzuleiten. Somit gilt w € L(G5).

Die Ubungsblitter und weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie unter
https://algo.cs.uni-frankfurt.de/lehre/dismod/winter2324/dismod2324 .php

Kontakt: Tim Koglin, Conrad Schecker (dismod23@cs.uni-frankfurt.de).
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