Keller, Schlangen und Listen
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Einfach verkettete Listen

Eine Zeiger-Implementierung von einfach-verketteten Listen, also Listen mit
Vorwartszeigern. J

//Deklarationsdatei liste.h fuer einfach-verkettete Listen.
enum boolean {False, True };
class liste{

private:
typedef struct Element {
int data;
Element *next;};
Element *head, *current;

public: liste() / Konstruktor
{ head = new Element; current = head; head->next = 0; }
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Public: Die weiteren Operationen

@ void insert( int data ):
Ein neues Element mit Wert data wird nach dem gegenwartigen Element
eingeflgt. Der Wert von current ist unverandert.

@ void remove( ): Das dem gegenwartigen Element folgende Element wird
entfernt. Der Wert von current ist unveréndert.

@ void movetofront( ): current erhalt den Wert head.

void next( ): Das n&chste Element wird aufgesucht. Dazu wird current um eine
Position nach rechts bewegt.

boolean end( ): Ist das Ende der Liste erreicht?
boolean empty( ): Ist die Liste leer?
int read( ): Gib das Feld data des nachsten Elements aus.

void write(int wert): Uberschreibe das Feld data des ndchsten Elements mit der
Zahl wert.

@ void search(int wert): Suche, rechts von der gegenwartigen Zelle, nach der
ersten Zelle z mit Datenfeld wert. Der Zeiger current wird auf den Vorganger von
Z zeigen.
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Eigenschaften

@ Jede Liste besitzt stets eine leere Kopfzelle: liste() erzeugt diese Zelle,
nachfolgende Einfligungen kdnnen nur nach der Kopfzelle durchgefiihrt werden.

@ Alle Operationen —bis auf search— werden in konstanter Zeit O(1) unterstutzt. Die
search-Funktion bendtigt mdglicherweiser Zeit proportional zur Lange der Liste.

The good and the bad

+ Die GroBe der Liste ist proportional zur Anzahl der gespeicherten Elemente: Die
Liste passt sich der darzustellenden Menge an.

- Die Suche dauert viel zu lange.
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Die Addition dinn besetzter Matrizen

A und B sind Matrizen mit n Zeilen und m Spalten.
Berechne die Summe C = A+ B. J

@ Das Programm
for (i=0 ;i < n; i++)
for (j=0; j < m; j++)
Cli.j] = Ali,j] + Bi,jl;

bestimmt C in Zeit O(n- m).

@ Ziel: Bestimme C in Zeit O(a + b), wobei a und b die Anzahl der von Null
verschiedenen Eintrage von A und B ist.
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Listendarstellung von Matrizen

@ Stelle A und B durch einfach verkettete Listen L4 und Lg in Zeilenordnung dar.

@ Jedes Listenelement speichert neben dem Wert eines Eintrags auch die Zeile
und die Spalte des Eintrags.

0 90
Die Zeilenordnung firA=| 7 0 5 | ist
0 0 6

— [1l2fe] —[2]1]7] — [2]3][5s] — [3[3]6] —
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Der Algorithmus

(1) Beginne jeweils am Anfang der Listen L, und Lg.
(2) Solange beide Listen nicht-leer sind, wiederhole

(a) das gegenwartige Listenelement von L4 (bzw. Lg) habe die Koordinaten
(ia, ja) (DzW. (is, jg))-

(b) Wenn is < ig (bzw. is > ig), dann fiige das gegenwartige Listenelement von
La (bzw. Lg) in die Liste L¢ ein und gehe zum né&chsten Listenelement von
LA (bZW LB)

(c) Wenn ig = ig und ja < jg (bzw. ja > jg), dann fige das gegenwartige
Listenelement von L4 (bzw. Lg) in die Liste L¢ ein und gehe zum nachsten
Listenelement von La (bzw. Lg).

(d) Wenn is = ig und ja = jp, dann addiere die beiden Eintrédge und flge die
Summe in die Liste L¢ ein. Die Zeiger in beiden Listen werden nach rechts
bewegt.

(3) Wenn die Liste La (bzw. Lg) leer ist, kann der Rest der Liste Lg (bzw. L4) an die
Liste L angehangt werden.
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Deques, Stacks und Queues

@ Der abstrakte Datentyp Stack unterstiitzt die Operationen

» pop : Entferne den jiingsten Schlissel.
» push : Flige einen Schllssel ein.

Ein wichtiges Anwendungsgebiet ist die nicht-rekursive Implementierung
rekursiver Programme.

@ Eine Queue modelliert das Konzept einer Warteschlange und unterstitzt die
Operationen

» dequeue: Entferne den altesten Schllssel.
» engueue : Flge einen Schliissel ein.

@ Stacks und Queues werden von einem Deque verallgemeinert. Die folgenden
Operationen werden unterstitzt:

insertleft : Flge einen Schliissel am linken Ende ein.
insertright : Flge einen Schllissel am rechten Ende ein.
removeleft : Entferne den Schliissel am linken Ende.
removeright : Entferne den Schllissel am rechten Ende.

vVYyVvyy
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Wie werden Deques und Listen implementiert?
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Die Implementierung eines Deque

@ Benutze ein an beiden Enden ,zusammengeschweif3tes” 1-dimensionales Array.

» Der Inhalt des Deques wird jetzt entsprechend den Operationen ,liber den
entstandenen Ring“ geschoben.

@ Benutze zwei Positionsvariable left und right: left steht jeweils vor dem linken
Ende und right jeweils auf dem rechten Ende.

@ Forderung:
Die Zelle mit Index left ist stets leer und anfanglich ist left = right.

Anfangs LHJJ_‘J insertleft(1) L%_‘J_LH
left [ right right left
insertleft(2): L}J_H_@ removeright(): u_HJ_?J
right] left left] T right
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Eine Implementierung von Listen durch Arrays  (1/2)

Eine einfach verkettete Liste bestehe aus Zellen mit einem integer-Datenfeld und
einem Vorwartszeiger.
Zu keinem Zeitpunkt mége die Liste mehr als n Elemente besitzen.

|

@ Daten und Zeiger seien Arrays der GréB3e n.

@ Wenn ein Listenelement den ,Index /i erhalt®, dann ist Daten|[/] der Wert des
Listenelements und Zeiger][i] der Index des rechten Nachbarn.

@ FUr die Speicherverwaltung benutze eine zusétzliche Datenstruktur Frei, die die
Menge der freien Indizes verwaltet.

Zu Anfang ist Frei={0,...,n—1}.
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Eine Implementierung von Listen durch Arrays (2

@ Wenn ein Element mit Wert w nach einem Element mit Index i einzufligen ist:

Wenn Frei nicht-leer ist, dann entnimm einen freien Index j und setze
Daten[j] = w, Zeiger[j] = Zeiger|i] und Zeiger|i] = j.

@ Wenn ein Element zu entfernen ist, dessen Vorganger den Index i besitzt:
Flge j = Zeiger]i] in die Datenstruktur Frei ein und setze

Zeiger[i] = Zeiger][j].
@ Welche Datenstruktur ist fir Frei zu wahlen?

Jede Datenstruktur, die es erlaubt, Elemente einzufligen und zu entfernen, tut’s:
ein Stack, eine Queue oder ein Deque ist OK.
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Baume
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Gewurzelte Baume fir die hierarchische Strukturierung von Daten. )

@ Gewurzelte Baume als konzeptionelle Hilfsmittel fiir

» von einem Benutzer angelegte Verzeichnisse,

» als Nachfahrenbaum

» oder fur die Veranschaulichung rekursiver Programme (Rekursionsbaum
oder Baum einer Rekursionsgleichung).

@ Gewurzelte Baume als Datenstrukturen von Algorithmen:

in der Auswertung arithmetischer Ausdriicke,

in der Syntaxerkennung mit Hilfe von Syntaxbaumen,

im systematischen Aufzéhlen von Lésungen (Entscheidungsbaume)
oder in der L6sung von Suchproblemen.

vVYyVvVvyly
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Was ist ein gewurzelter Baum?

Ein gewurzelter Baum T wird durch eine Knotenmenge V und eine Kantenmenge
ECVxV—{(ii)|ie V}dargestellt.
Die gerichtete Kante (i, /) fihrt von i nach j.

Wann ist T ein gewurzelter Baum?

@ T muss genau einen Knoten r besitzen, in den keine Kante hineinfuhrt. r heif3t
die Wurzel von T.

@ In jeden Knoten darf héchstens eine Kante hineinfiihren
@ und jeder Knoten muss von der Wurzel aus erreichbar sein.

(Ab jetzt sprechen wir nur von Bdumen und meinen gewurzelte Baume.)

Eine (knotendisjunkte) Vereinigung von Baumen heifl3t ein Wald. J
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Zentrale Begriffe

@ Wenn (v, w) eine Kante ist, dann nennen wir v den Elternknoten von w und
sagen, dass w ein Kind von v ist.

» Die anderen Kinder von v heiBen Geschwister von w.
@ Aus-Grad (v) ist die Anzahl der Kinder von v.

» Einen Knoten b mit Aus-Grad (b) = 0 bezeichnen wir als Blatt.
» T heif3t k-nar, falls der Aus-Grad aller Knoten hochstens k ist. Fliir k = 2
sprechen wir von binaren Baumen.

@ Ein Weg von v nach w ist eine Folge (w, . .., Vim) von Knoten mit
Vo=V,Vm=wund (vj, vi1) € Eflrallei (0 <i< m).

v ist ein Vorfahre von w und w ein Nachfahre von v.

Die Lange des Weges ist m, die Anzahl der Kanten des Weges.
Tiefe(v) ist die Ldnge des (eindeutigen) Weges von r nach v.
Hohe(v) ist die Lange des langsten Weges von v zu einem Blatt.

vy vy vy

@ T heif3t geordnet, falls fir jeden Knoten eine Reihenfolge der Kinder vorliegt.
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Operationen auf Baumen

(1) wurzel: Bestimme die Wurzel von T.

(2) Eltern(v): Bestimme den Elternknoten des Knotens v in T.
Wenn v = r, dann ist der Null-Zeiger auszugeben.

(3) Kinder(v): Bestimme die Kinder von v. Wenn v ein Blatt ist, dann ist der
Null-Zeiger als Antwort zu geben.

(4) Fir binére geordnete Bdume:

(4a) LKind(v): Bestimme das linke Kind von v.

(4b) RKind(v): Bestimme das rechte Kind von v.

(4c) Sollte das entsprechende Kind nicht existieren, ist der Null-Zeiger als
Antwort zu geben.

g

Tiefe(v): Bestimme die Tiefe von v.

C)

Hohe(v): Bestimme die Hohe von v.

3

Baum(V, T1,..., Tm): Erzeuge einen geordneten Baum mit Wurzel v und
Teilbdumen T4, ..., Th.

(8) suche(x): Bestimme alle Knoten mit Wert x.
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Das Eltern-Array
(wenn nur Vorfahren interessieren)
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Das Eltern-Array

Annahme: Jeder Knoten besitzt eine Zahl aus {1,. .., n} als Namen und zu jedem
i€{1,...,n} gibt es genau einen Knoten mit Namen /. J

@ Ein integer-Array Baum speichert flr jeden Knoten v den Namen des
Elternknotens von v:

Baum[v] = Name des Elternknotens von v.

Wenn v = r, dann setze Baum[v] = 0.
@ Das Positive:

+ schnelle Bestimmung des Elternknotens (Zeit = O(1))
+ und schnelle Bestimmung der Tiefe von v (Zeit = O(Tiefe(v))).
+ Minimaler Speicherplatzverbrauch:

B&ume mit n Knoten bendtigen Speicherplatz n.

@ Das Negative: fiir die Bestimmung der Kinder muss der gesamte Baum
durchsucht werden (Zeit = O(Anzahl Knoten).)

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Die Binarbaum-Implementierung
(die ideale Datenstruktur fur Binarbaume)
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Die Binarbaum-Implementierung

Ein Knoten wird durch die Struktur

struct Knoten {
int wert;
Knoten *links, =*rechts; };

dargestellt.

@ Wenn der Zeiger z auf die Struktur des Knotens v zeigt,

» dannist z — wert der Wertvon v und

» z — links (bzw. z — rechts) zeigt auf die Struktur des linken (bzw. rechten)

Kindes von v.

» Der Zeiger wurzel zeigt auf die Struktur der Wurzel des Baums.

@ Speicherbedarf:

» 2n Zeiger (zwei Zeiger pro Knoten) und
» n Zellen (eine Zelle pro Knoten).

Martin Hoefer
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Die Binarbaum-Implementierung:

Starken und Schwachen

+ Die Kinderbestimmung gelingt schnellstméglich, in Zeit O(1).
+ Héhe (v, T) wird angemessen unterstltzt mit der Laufzeit

O(Anzahl der Knoten im Teilbaum mit Wurzel v).

Begriindung spater.
- Fur die Bestimmung des Elternknotens muss mdglicherweise der gesamte
Baum durchsucht werden!

- Die Bestimmung der Tiefe ist auch schwierig, da der Elternknoten nicht bekannt
ist.
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Die Kind-Geschwister Implementierung
(die Allzweckwaffe)
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Die Kind-Geschwister Implementierung

Ein Knoten wird durch die Struktur

typedef struct Knoten {
int wert;

Knoten *LKind, *RGeschwister; };

dargestellt.

@ Wenn der Zeiger z auf die Struktur des Knotens v zeigt,

» dann ist z — wert der Wert von v und

» z — LKind (bzw. z — RGeschwister) zeigt auf die Struktur des linken
Kindes, bzw. des rechten Geschwisterknotens von v.

» Der Zeiger wurzel zeigt wieder auf die Struktur der Wurzel des Baums.

@ Im Vergleich zur Binarbaum-Darstellung:

» Ahnliches Laufzeitverhalten und &hnliche Speichereffizienz,
» aber jetzt lassen sich alle Baume und nicht nur Bindrbdume darstellen!
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Kind-Geschwister demog-

Welchem Baum entspricht die Datenstruktur?

40 0
WUPK& @ SN @ L/ L\q
LW * § > § o
N |
L 5 v
E L
= 3 10
T »E]) ® LN
v c *+ 2 4

Aufldsung: (2)
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Postorder, Praoder und Inorder
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Suche in Baumen: Postorder, Praorder und Inorder

Sei T ein geordneter Baum mit Wurzel r und Teilbdumen T, ..., Tp.

@ Postorder: Durchlaufe rekursiv die Teilbdume
Ti, ..., Tm nacheinander. Danach wird die Wurzel r besucht.

@ Praorder: besuche zuerst r und danach durchlaufe rekursiv die Teilbaume
T1, ey Tm.

@ Inorder: Durchlaufe zuerst T; rekursiv, sodann die Wurzel r und letztlich die
Teilbdume T, ..., Ty rekursiv.

void praeorder (Knoten *p)
{
if (p !'= nullptr)
{ cout « p— wert;
for ( Knoten xg=p—LKind; g != nullptr; g=g—RGeschwister)
praeorder (q) ;
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Traversierungen demogr

Welches ist eine Praorder-Traversierung?

Martin Hoefer
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Bestimmung der Tiefe und H6he von Knoten

Die Struktur eines Knoten besteht aus den Feldern J

tiefe, hoehe, wert, LKind und RGeschwister.

tiefe (wurzel,-1);
void tiefe (Knoten *p, int t)
{t = t+1;
if (p !'= nullptr)
{ p—otiefe = t;
for (Knoten xg=p—LKind; g != nullptr; g=g—RGeschwister)
tiefe(q,t);}}

void hoehe (Knoten =*p)
{ int h=-1;
if (p !'= nullptr)
{ for (Knoten *g=p—LKind; g != nullptr; g=g—RGeschwister)
{ hoehe (q); h = max ( h, g — hoehe); }
p—hoehe = h+1; } }
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Eine nicht-rekursive Praorder-Implementierung

Der Teilbaum mit Wurzel v ist in Préorder-Reihenfolge zu durchlaufen.

J

(1) Wir figen einen Zeiger auf die Struktur von v in einen anfénglich leeren Stack ein.
(2) Solange der Stack nicht-leer ist, wiederhole:
(a) Entferne das zuoberst liegende Stack-Element w mit Hilfe der
Pop-Operation.
/* w wird besucht. * /
(b) Die Kinder von w werden in umgekehrter Reihenfolge in den Stack
eingeflgt.
/* Durch die Umkehrung der Reihenfolge werden die Baume spater in ihrer
natUrlichen Reihenfolge abgearbeitet. « /

Die Laufzeit ist linear in der Knotenzahl n. Warum?

@ Jeder Knoten wird genau einmal in den Stack eingeflgt.

@ Insgesamt werden also héchstens O(n) Stackoperationen durchgefiihrt.
Stackoperationen dominieren aber die Laufzeit.
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Welcher Knoten wird direkt nach v besucht?

@ Postorder:

» Das linkeste Blatt im Baum des rechten Geschwisterknotens.
» Wenn v keinen rechten Geschwisterknoten besitzt, dann wird der
Elternknoten von v als nachster besucht.

@ Praorder:

» Das linkeste Kind von v, wenn v kein Blatt ist.
» Wenn v ein Blatt ist, dann das erste nicht-besuchte Kind des tiefsten, nicht
vollsténdig durchsuchten Vorfahren von v.
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Graphen

Martin Hoefe uren — Kapitel 2 16. Juni 2019



(a) Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V
und einer Kantenmenge

Ec{{ijylijeV,i#j}

@ Die Endpunkte u, v einer ungerichteten Kante {u, v} sind gleichberechtigt.
@ v und v heiBen Nachbarn.

(b) Fur die Kantenmenge E eines gerichteten Graphen G = (V, E) gilt

Ec{()ijeV,i#j}

@ Der Knoten u ist Anfangspunkt und der Knoten v Endpunkt der Kante (u, v).
@ v heiB3t auch ein direkter Nachfolger von u und v ein direkter Vorgéanger von v.

Martin Hoefer
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Warum Graphen?

Graphen modellieren )

@ das World Wide Web: Die Knoten entsprechen Webseiten, die (gerichteten)
Kanten entsprechen Hyperlinks.

@ Rechnernetzwerke: Die Knoten entsprechen Rechnern, die (gerichteten
und/oder ungerichteten) Kanten entsprechen Direktverbindungen zwischen
Rechnern.

@ Das Schienennetz der Deutschen Bahn: Die Knoten entsprechen Bahnhofen,
die (ungerichteten) Kanten entsprechen Direktverbindungen zwischen
Bahnhofen.

Bei der Erstellung von Reiseplanen bestimme kirzeste (gewichtete) Wege
zwischen einem Start- und einem Zielbahnhof.

@ Schaltungen: die Knoten entsprechen Gattern, die (gerichteten) Kanten
entsprechen Leiterbahnen zwischen Gattern.
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Das Kdénigsberger Brickenproblem

Gibt es einen Rundweg durch Kénigsberg, der alle Briicken liber die Pregel genau
einmal Uberquert? J

W7

///—_\\

Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019 35/129



Euler-Kreise

Ein Euler-Kreis beginnt in einem Knoten v, durchlauft alle Kanten genau einmal und
kehrt dann zu v zurlck. J

Das Kdnigsberger Briickenproblem besitzt keine Losung, denn der Graph

2D
Qg

hat keinen Euler-Kreis: Ansonsten hétte jeder Knoten eine gerade Anzahl von
Nachbarn! Und der folgende Graph?
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Wichtige Begriffe

Sei G = (V, E) ein gerichteter oder ungerichteter Graph.

@ Eine Folge (vo, v1, ..., Vim) heiBt ein Weg in G,
falls fur jedes i (0 < i < m)
> (v, Vip1) € E (fur gerichtete Graphen) oder
» {vj, vis1} € E (flr ungerichtete Graphen).

Die Wegléange ist m, die Anzahl der Kanten. Ein Weg heif3t einfach, wenn kein
Knoten zweimal auftritt.

@ Ein Weg heiBt ein Kreis, wenn vy = v, und (vo, ...Vim—1) €in einfacher Weg ist.
G hei3t azyklisch, wenn G keine Kreise hat.

@ Ein ungerichteter Graph hei3t zusammenhangend, wenn je zwei Knoten durch
einen Weg miteinander verbunden sind.
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Topologisches Sortieren

n Aufgaben ay, . . ., a,—1 sind auszufiihren. Allerdings gibt es eine Menge P von p
Prioritaten zwischen den einzelnen Aufgaben.

Die Prioritét (7, j) impliziert, dass Aufgabe a; vor Ausfiihrung der Aufgabe g;
ausgefiihrt werden muss.

Bestimme eine Reihenfolge, in der alle Aufgaben ausgefuhrt werden kénnen, bzw.
stelle fest, dass eine solche Reihenfolge nicht existiert.

@ Eine graph-theoretische Formulierung mit Knotenmenge V = {0,...,n—1}:
» Knoten i entspricht der Aufgabe a;.
» Wir setzen flr jede Prioritat (i, ) die Kante (/, /) ein.

@ Wie ist das Ziel zu formulieren?

Bestimme eine Reihenfolge v4,...,V;, ..., v, der Knoten, so dass es keine
Kante (v;, v;) mitj < i gibt.
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Kaffeekochen

‘ Kaffeepulver in die Maschine einflllen ‘ Filter einsetzen

\ Maschine startenf—i Wasser einflillen \
~

\ Durchlauf abwarten \

\ Kaffeebohnen mahlen \

\ Kaffebohnen in die Mihle einflllen \ \Tassen bereitstellen \
\ Kaffeemaschine abschalten \ LKaffee einschenken \
I /

Filter entsorgen \ Kaffee aus der Maschine nehmen \
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Eine Aufgabe g; kann als erste Aufgabe ausgefihrt werden, wenn es keine Prioritat
der Form (i, ) in P gibt. J

@ Ein Knoten v von G heif3t eine Quelle, wenn In-Grad(v) = 0, wenn v also kein
Endpunkt einer Kante ist.

@ Also bestimme eine Quelle v, flihre v aus und entferne v.
@ Wiederhole dieses Verfahren, solange G noch Knoten besitzt:
bestimme eine Quelle v, fihre v aus und entferne v.

Welche Datenstrukturen sollten wir verwenden? )
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Ein erster Versuch

Wir verketten alle p Kanten in einer Liste ,Prioritdt” und benutzen ein integer Array
+Reihenfolge” sowie zwei boolesche Arrays ,Erster” und ,Fertig” mit jeweils n Zellen. J

Zaehler= 0. Fir alle i setze Fertig[i] = falsch.

Wiederhole n-mal:
(0) Setze Erster[i] = wahr genau dann, wenn Fertig[i] = falsch.

(1) Durchlaufe die Liste Prioritat. Wenn Kante (i, j) angetroffen wird, setze
Erster[j] = falsch.

(2) Bestimme das kleinste j mit Erster[j] = wahr. Danach setze

(a) Fertig[j] = wahr,

(b) Reihenfolge[Zaehler++] = j (Aufgabe j wird ausgefihrt)

(c) und durchlaufe die Prioritatsliste: entferne jede Kante (j, k),
da g; eine Ausfiihrung von Aufgabe ax nicht mehr behindert.

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019 41/129



Laufzeit Topologisches Sortieren (1) demoo

Worst-Case Laufzeit fir den ersten Versuch?

@ (1) ©(n+p)

° @ e(np

@ (3) ©O(n-logn)
o @) on (n+p)

Auflésung: (4) ©(n-(n+ p))
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Eine Laufzeitanalyse

@ Was ist besonders teuer?
» In jeder lteration muss die Liste Prioritat vollstdndig durchlaufen werden:

Zeit = O(p).
» Weiterhin muss das Array Erster jeweils initialisiert werden:
Zeit = O(n).

» Die Laufzeit pro Iteration ist dann durch O(n + p) beschrénkt.
Die Gesamtlaufzeit ist O(n - (n+ p)), da wir n lterationen haben.

@ Was konnen wir verbessern?

» Wir missen nur die Kanten entfernen, die im gerade ausgefiihrten Knoten j
beginnen.

» Warum kompliziert nach der ersten ausfiihrbaren Aufgabe suchen?

Eine vorher nicht in Betracht kommende Aufgabe k wird nur interessant,
wenn (j, k) eine Prioritat ist.
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Adjazenzlistendarstellung gemoo

Welcher Graph wird repréasentiert?
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Der zweite Versuch

Stelle die Prioritaten durch eine Adjazenzliste mit dem Kopf-Array Prioritat dar.
Benutze ein Array In-Grad mit In-Grad[v] = k, falls v Endpunkt von k Kanten ist. J

(1) Initialisiere die Adjazenzliste Prioritat durch Einlesen aller Prioritéten.
(Zeit = O(n + p)).
(2) Initialisiere das Array In-Grad. (Zeit = O(n + p)).
(3) Alle Knoten v mit In-Grad[v] = 0 werden in eine Schlange eingefigt. (Zeit =
o(n)).
(4) Setze Zahler = 0; Wiederhole solange, bis Schlange leer ist:
(a) Entferne einen Knoten i aus Schlange.
(b) Setze Reihenfolge [Zahler++] = i.
(c) Durchlaufe die Liste Prioritat [/] und reduziere In-Grad fir jeden Nachfolger j

von i um 1. Wenn jetzt In-Grad[j] = 0, dann flge j in Schlange:
Aufgabe g ist jetzt ausfihrbar.

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019 45/129



Laufzeit Topologisches Sortieren (2) demoo

Worst-Case Laufzeit fir den zweiten Versuch?

@ (1) ©(n+p)

° @ e(np

@ (3) ©O(n-logn)
o @) on (n+p)

Auflésung: (1) ©(n+p)
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Die Analyse

@ Die Vorbereitungsschritte (1), (2) und (3) laufen in O(n + p) Schritten ab.
@ Ein Knoten wird nur einmal in die Schlange eingefligt. Also beschéftigen sich
héchstens O(n) Schritte mit der Schlange.

@ Eine Kante (i, k) wird, mit Ausnahme der Vorbereitungsschritte, nur dann
inspiziert, wenn i aus der Schlange entfernt wird.

» Jede Kante wird nur einmal ,angefasst*
» und héchstens O(p) Schritte behandeln Kanten.

Das Problem des topologischen Sortierens wird fir einen Graphen
mit n Knoten und p Kanten in Zeit O(n + p) geldst.
Schneller geht’s nimmer.
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Adjazenzlisten und die Adjazenzmatrix
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Graph-Implementierungen

@ Welche Datenstruktur sollten wir fiir die Darstellung
eines Graphen G wahlen?

@ Welche Operationen sollen schnell ausfiihrbar sein?

> Ist e eine Kante von G?
Die Adjazenzmatrix wird sich als eine gute Wahl herausstellen.

» Bestimme die Nachbarn, bzw. Vorganger und Nachfolger eines Knotens.
Die Adjazenzlistendarstellung ist unschlagbar.

Besonders die Nachbar- und Nachfolgerbestimmung ist wichtig,
um Graphen zu durchsuchen.

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019 49/129



Die Adjazenzmatrix

Fur einen Graphen G = (V,E) (mit V = {0,...,n— 1}) ist

1 wenn {u,v} € E (bzw. wenn (u,v) € E),
Aslu; V] :{ 0 sonst{ } ( wnes

die Adjazenzmatrix Ag von G.

+ Eine Kantenfrage ,ist (u, v) eine Kante?" wird sehr schnell beantwortet,
namlich in Zeit O(1).

- Die Bestimmung aller Nachbarn oder Nachfolger eines Knotens v ist hingegen
langwierig:

» Die Zeile von v muss durchlaufen werden.
» Zeit ©(n) ist selbst dann notwendig, wenn v nur wenige Nachbarn hat.

- Speicherplatzbedarf ©(n?) auch fiir Graphen mit relativ wenigen Kanten:
Die Datenstruktur passt sich nicht der GréBe des Graphen an!
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Die Adjazenzliste

G wird durch ein Array A von Listen dargestellt. Die Liste A[v] fuhrt alle Nachbarn von
v auf, bzw. alle Nachfolger von v flr gerichtete Graphen. J

+ Die Nachbar- bzw. Nachfolgerbestimmung fir Knoten v gelingt in Zeit
proportional zur Anzahl der Nachbarn oder Nachfolger.

+ Der bendtigte Speicherplatz ist O(n + |E|): Die Datenstruktur passt sich der
GroBe des Graphen an.

- Fur die Beantwortung der Kantenfrage ,ist (u, v) eine Kante?* muss die Liste A[v]
durchlaufen werden: Die benétigte Zeit ist also proportional zur Anzahl der
Nachbarn oder Nachfolger.

bendbtigt wird, ist die sich der GréBe des Graphen anpassende Adjazenzliste die

Da die Nachbar- bzw. Nachfolgerbestimmung fir das Durchlaufen von Wegen
Datenstruktur der Wahl. J
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Suche in Graphen: Tiefensuche
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Suche in Graphen

Wie durchsucht man ein Labyrinth? Kénnen wir Préorder benutzen? )

@ Praorder terminiert nur fir Walder.

» Praorder wird von Kreisen in eine Endlosschleife gezwungen,
» es erkennt nicht, dass Knoten bereits besucht wurden!

@ Koénnen wir Praorder reparieren?
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Wie findet man Wege aus einem Labyrinth?

Ein Auszug aus Umbert Eco’s ,Der Name der Rose".

William von Baskerville und sein Schiiler Adson van Melk sind heimlich in die als
Labyrinth gebaute Bibliothek eines hochmittelalterlichen Klosters irgendwo im heutigen
Norditalien eingedrungen.

Fasziniert von den geistigen Schétzen, die sie beherbergt, haben sie sich nicht die
Muihe gemacht, sich ihren Weg zu merken.

Erst zu spéat erkennen sie, dass die Rdume unregelmaBig und scheinbar wirr
miteinander verbunden sind.

Man sitzt fest. )
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William erinnert sich

,Um den Ausgang aus einem Labyrinth zu finden,*, dozierte William, ,gibt es nur
ein Mittel. An jedem Kreuzungspunkt wird der Durchgang, durch den man gekommen
ist, mit drei Zeichen markiert. Erkennt man an den bereits vorhandenen Zeichen auf
einem der Durchgédnge, dass man an der betreffenden Kreuzung schon einmal gewe-
sen ist, bringt man an dem Durchgang, durch den man gekommen ist, nur ein Zeichen
an. Sind alle Durchgédnge schon mit Zeichen versehen, so muss man umkehren und
zurlickgehen. Sind aber einer oder zwei Durchgénge der Kreuzung noch nicht mit Zei-
chen versehen, so wahlt man einen davon und bringt zwei Zeichen an. Durchschreitet
man einen Durchgang, der nur ein Zeichen trégt, so markiert man ihn mit zwei weiteren,
so dass er nun drei Zeichen trégt. Alle Teile des Labyrinthes miiten durchlaufen wor-
den sein, wenn man, sobald man an eine Kreuzung gelangt, niemals den Durchgang
mit drei Zeichen nimmt, sofern noch einer der anderen Durchgénge frei von Zeichen
ist.”

~Woher wiBt Ihr das? Seid Ihr ein Experte in Labyrinthen?*

,Nein, ich rezitiere nur einen alten Text, den ich einmal gelesen habe.”
,und nach dieser Regel gelangt man hinaus?“

,Nicht dass ich wiiBte. Aber wir probieren es trotzdem.[...]"
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,0er Name der Rose®: Das Labyrinth

Kann man vom Treppenaufgang V, aus alle Rdume V; besuchen? J

Innenhof
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Das Labyrinth als ungerichteter Graph
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Der Ariadne-Faden

Geht das denn nicht viel einfacher? )

@ Prinzessin Ariadne, Tochter des Kénigs Minos, hat Theseus den ,Ariadne-Faden*®
geschenkt, um den Minotauros in einem Labyrinth aufzusplren und danach
wieder aus dem Labyrinth herauszufinden.

@ Theseus hat den Ariadne-Faden wéhrend der Suche im Labyrinth abgerollt.

» Nachdem er den Minotauros getétet hat, braucht er nur den Faden
zur(ickverfolgen, um das Labyrinth wieder verlassen zu kdnnen.

Q@ Aber auch Préorder benutzt den Ariadne-Faden. Und wie, bitte schén,
durchsucht man das Labyrinth systematisch mit Hilfe eines Fadens?
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Tiefensuche: Farbeimer + Ariadne-Faden

Der Algorithmus , Tiefensuche” implementiert und erweitert die Methode des
Ariadne-Fadens.

@ Der ungerichtete Graph G = (V, E) und ein Startknoten s € V ist gegeben.
@ Ganz zu Anfang sind alle Knoten ,unmarkiert“. Wir besuchen und markieren s.
/I Wir besuchen stets nur unmarkierte Knoten.

© Wenn wir den Knoten u besuchen, betrachten wir nacheinander alle Nachbarn v
von u in irgendeiner Reihenfolge.
» Wenn v markiert ist, tun wir nichts.
» Wenn v unmarkiert ist, besuchen und markieren wir v. Dann wiederholen
wir unser Vorgehen rekursiv (fiir alle mit v benachbarten Knoten).
Wenn schlieBlich alle Nachbarn von v markiert sind, dann kehren wir zu u zurtick.
(Wir benutzen den Ariadne-Faden und einen Farbeimer.)

59/129
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Tiefensuche(): Die globale Struktur

Im Array besucht wird vermerkt, welche Knoten bereits besucht wurden.

void Tiefensuche()
{for (int k = 0; k < n; k++) besucht[k] = 0;
for (k = 0; k < n; k++)
if (! besucht[k]) tsuche(k); }

@ Jeder Knoten wird besucht, aber tsuche(v) wird nur dann aufgerufen, wenn v
nicht als ,besucht” markiert ist.

@ Wie funktioniert tsuche(v)?
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tsuche()

@ Der gerichtete oder ungerichtete Graph G werde durch seine Adjazenzliste A
reprasentiert.

@ Die Adjazenzlisten werden definiert durch Listeneintrage der Form

struct Knoten {
int name;
Knoten * next; }

tsuche(v):
@ Zuerst wird v markiert.
@ Dann rufe tsuche rekursiv firr alle unmarkierten Nachbarn/Nachfolger von v auf.

void tsuche(int v)
{ Knoten *p ; besucht[v] = 1;
for (p = A[v]; p !=0; p = p->next)
if (Ibesucht [p->name]) tsuche(p->name);
/I Die Kante {v, p->name} heiB3t eine Baumkante }

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Ungerichtete Graphen:
Baum- und Rickwaéartskanten
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Der Wald der Tiefensuche: ungerichtete Graphen

Wir veranschaulichen das Vorgehen von Tiefensuche, indem wir die Kanten des
Graphen G = (V, E) in zwei Klassen aufteilen, namlich

+ Baumkanten und
x Ruckwaértskanten.

@ Eine Kante {v, w} € E des Graphen G heif3t eine
Baumkante,

falls tsuche(w) in der for-Schleife von tsuche(v) aufgerufen wird oder umgekehrt.
» Die Baumkanten definieren einen Wald, den wir den

Wald der Tiefensuche

nennen.
@ Eine Kante {v, w} € E heif3t eine

Riickwartskante,

falls {v, w} keine Baumkante ist.

Warum sprechen wir von Riickwértskanten?
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Tiefensuche: Ein Beispiel

T%@@QO
\/%

o®@@ \o/
0@

/\T\@o@o/ @

.\. e @ .




Tiefensuche far ungerichtete Graphen

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und {v, w} sei eine Kante von G.
W sei der Wald der Tiefensuche fir G.

(a) tsuche(v) werde vor tsuche(w) aufgerufen. Dann ist w ein Nachfahre von v in
W;. Insbesondere gehdren v und w zum selben Baum von Wg.

(b) Alle Kanten des Graphen verbinden einen Vorfahren mit einem Nachfahren.

(a) Warum ist w ein Nachfahre von v in Wg?

» tsuche(v) wird vor tsuche(w) aufgerufen:
Knoten w ist zum Zeitpunkt der Markierung von Knoten v unmarkiert.

» tsuche(v) kann nur dann terminieren, wenn w (zwischenzeitlich) markiert
wird: w muss wahrend der Ausflihrung von tsuche(v) markiert werden.

(b) O.B.d.A. werde tsuche(v) vor tsuche(w) aufgerufen. Dann ist w Nachfahre von v:

Die Graphkante {v, w} ist eine Baumkante oder eine Riickwértskante:
In beiden Féllen wird ein Vorfahre mit einem Nachfahren verbunden.

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Tiefensuche far ungerichtete Graphen

Tiefensuche besucht jeden Knoten genau einmal.

@ Das Programm Tiefensuche wird von einer for-Schleife gesteuert, die tsuche(v)
fur alle noch nicht besuchten Knoten v aufruft.

@ Wenn aber tsuche(v) aufgerufen wird, dann wird v sofort markiert: Nachfolgende
Besuche sind ausgeschlossen.

Der Baum von v in Wg enthalt genau die Knoten der Zusammenhangskomponente
von v: Die Baume von Wg entsprechen den Zusammenhangskomponenten von G.

)

@ T sei ein Baum im Wald Wz und T besitze v als Knoten.

» v erreicht jeden Knoten in T, denn der Baum T ist zusammenhé&ngend:
Die Zusammenhangskomponente von v enthalt alle Knoten in T.

@ Wennv=vw — v —---— Vp=uein Wegin Gist, dann gehdren
Vo, V4, ..., Vm alle zum selben Baum:
Die Knotenmenge von T enthalt die Zusammenhangskomponente von v.

16. Juni 2019
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Labyrinthe

Tiefensuche 16st jedes Labyrinth-Problem, das sich als ungerichteter Graph
interpretieren IaBt. J

@ Wenn es méglich ist, von irgendeinem Punkt p aus den Ausgang zu erreichen,
dann befinden sich p und Ausgang in derselben Zusammenhangskomponente.

@ Der Tiefensuchbaum von p wird uns stets einen Weg aus dem Labyrinth zeigen.

Wie schnell findet man aus einem Labyrinth heraus? D.h., wie schnell ist Tiefensuche?J
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Die Laufzeit von Tiefensuche

Tiefensuche terminiert nach héchstens O(n + |E|) Schritten. J

@ Zuerst muss der Aufwand flr die for-Schleife in Tiefensuche bestimmt werden:
O(n) Schritte.

@ Wieviele Schritte werden direkt von tsuche(v) ausgefihrt

(und nicht in nachfolgenden rekursiven Aufrufen)?

O(grad(v)) Operationen, wobei grad(v) die Anzahl der Nachbarn von v ist.
@ Wieviele Operationen werden insgesamt ausgefihrt?

o} (ZU + grad (v))) o} <Z1 +) grad (v))

veV veV veV

o(VI+IEl-

Tiefensuche ist sehr schnell. )
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Tiefensuche und Darstellung mutipie choice

Wie lange dauert eine Tiefensuche in einem Graphen mit n Knoten und m Kanten, je
nach Darstellungsform des Graphen?

@ m=0(n), Adjanzenzliste: (1) ©(n+m) (2) O(r?)

@ m = O(n), Adjanzenzmatrix: (3)O(n+m) (4)6(rF)
@ m=0O(n?), Adjanzenzliste:  (5) ©(n+m) (6) O(r?)

@ m = O(n?), Adjanzenzmatrix: (7)©(n+m) (8) ©(rP)

Auflésung: (1), (4), (5), (6), (7), (8)
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Anwendungen der Tiefensuche

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann kann in Zeit O(|V| + |E|) Gberprift
werden, ob J

(a) G zusammenhéngend ist:

» G ist genau dann zusammenhangend, wenn G genau eine
Zusammenhangskomponente hat.

» Die Baume von Wg entsprechen den Zusammenhangskomponenten von G.

» G ist genau dann zusammenhé&ngend, wenn Wg aus genau einem Baum
besteht.

(b) G ein Wald ist:

» Gist genau dann ein Wald, wenn G keine Riickwértskanten hat.
» Uberpriife fur jede Kante {v, w}, ob entweder tsuche(w) direkt in tsuche(v)
aufgerufen wird oder ob tsuche(v) direkt in tsuche(w) aufgerufen wird.
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Tiefensuche far gerichtete Graphen

~0 (@
G @
)

Wenn Tiefensuche im Knoten 0 beginnt und die Knoten aufsteigend in jeder Liste
aufgefuhrt sind:

)

@ Die Kanten (0, 1),(0,2) und (2, 3) sind Baumkanten.
@ Die Kante (3, 0) ist eine Riickwartskante.

@ Die Kante (0, 3) ist eine Vorwartskante, sie verbindet einen Knoten mit einem
Nachfahren, der kein Kind ist.

@ Die Kanten (3, 1) und (4, 2) sind Querkanten, sie verbinden zwei Knoten, die
nicht miteinander ,verwandt” sind.
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Gerichtete Graphen:

Baum-, Ruckwarts und Vorwéartskanten sowie
Rechts-nach-Links Querkanten

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Tiefensuche far gerichtete Graphen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, der als Adjazenzliste vorliegt.

(a) Tiefensuche besucht jeden Knoten genau einmal.
(b) Die Laufzeit von Tiefensuche() ist durch O(| V| + |E|) beschrankt.

(c) Wéhrend der Ausfiihrung von tsuche(v) wird ein Knoten w genau dann besucht,
wenn w auf einem Weg liegt,

dessen Knoten vor Beginn von tsuche(v) unmarkiert sind.

» Zu Beginn von tsuche sei w von v aus durch einen ,unmarkierten Weg*
erreichbar.

» Dann kann tsuche(v) nur dann terminieren, wenn w wéhrend der
Ausflihrung von tsuche(v) markiert wird.

Die folgende Aussage ist falsch: Wahrend der Ausfiihrung von tsuche(v) werden
genau die Knoten besucht, die auf einem Weg mit Anfangsknoten v liegen.
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Kantentypen flr gerichtete Graphen

@ Es ist nicht verwunderlich, dass durch die Kantenrichtungen neben
Riickwaértskanten jetzt auch Vorwértskanten vorkommen.

@ Querkanten sind ein génzlich neuer Kantentyp.

» Ein Querkante heif3t eine rechts-nach-links Querkante, wenn sie von
einem spater besuchten zu einem frither besuchten Knoten fiihrt.

Es gibt nur rechts-nach-links Querkanten. J

Warum? Sei e = (v, w) eine beliebige Kante.
@ Wenn tsuche(v) terminiert, dann ist w markiert.

@ Wenn w vor dem Aufruf von tsuche(v) markiert wurde, dann ist e entweder eine
Ruckwéartskante oder eine rechts-nach-links Querkante.

@ Wenn w wahrend des Aufrufs markiert wird, dann ist e entweder eine
Vorwértskante oder eine Baumkante.
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Kantenklassifizierung mutipe cnoice

[N]

b oi_~o

O

a

Betrachte die méglichen Ablaufe der Tiefensuche mit Startknoten w.
Je nach Sortierung der Nachbarknoten wird Kante (a, b) zu einer

Baumkante

® (1)

@ (2) Ruckwartskante
@ (3) Vorwartskante
o (4)

Querkante

Auflésung: (1), (4)
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Eine automatische Erkennung der Kantentypen

Wir benutzen zwei integer-Arrays ,Anfang“ und ,Ende” als Uhren, um den Zeitpunkt
des Beginns und des Endes des Besuchs festzuhalten.

Anfangnr=Endenr=0;
void tsuche(int v)
{Knoten *p; Anfang[v] = ++Anfangnr;
for (p = A[v]; p != 0; p = p->next)
if (!Anfang[p->name]) tsuche(p->name);
Ende[v] = ++Endenr; }

- e = (v, w) ist eine Vorwértskante <
Anfang[v] < Anfang[w] und e = (v, w) ist keine Baumkante.

- e = (v, w) ist eine Riickwéartskante <
Anfang[v] > Anfang[w] und Ende[v] < Ende[w].

- e = (v, w) ist eine Querkante <
Anfang[v] > Anfang[w] und Ende[v] > Ende[w].

16. Juni 2019
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Kantenklassifizierung mutipe cnoice

/‘7 0\>OV——6
N e o

Betrachte die méglichen Ablaufe der Tiefensuche mit Startknoten w.
Es gilt also immer Anfang[w] = 1.

Welche Werte kénnen bei Anfang[v] auftreten, je nach Sortierung der Nachbarknoten?

Auflésung:  Anfang[v] € {83, 4}
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Kantenklassifizierung demog:

Fur die Kante (v, w) gilt
@ Anfang[v] = 3, Ende[v] = 1
@ Anfang[w] =1, Ende[w] =3

Diese Kante ist eine
@ (1) Baumkante

@ (2) Rlckwartskante
@ (3) \Vorwértskante
@ (4) Querkante

Aufldsung:  (2) Rickwartskante
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Anwendungen der Tiefensuche

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, der als Adjazenzliste reprasentiert ist.
Dann lassen sich die folgenden Probleme in Zeit O(| V| + |E|) 16sen: J

(a) Ist G azyklisch?

» Jede Rickwartskante schlief3t einen Kreis.
» Baum-, Vorwarts- und Querkanten allein kénnen keinen Kreis schlie3en.
» G ist azyklisch genau dann, wenn G keine Rickwartskanten hat.

(b) Fiihre eine topologische Sortierung durch.

» Flhre eine Tiefensuche durch.

» G mulB3 azyklisch sein, hat also nur Baum-, Vorwarts- und rechts-nach-links
Querkanten.

» ,Sortiere” die Knoten absteigend nach ihrem Endewert:

* keine Kante fiihrt von einem Knoten mit kleinem Endewert
zu einem Knoten mit gro3em Endewert.
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Anwendungen der Tiefensuche

G ist stark zusammenhéngend, wenn es fiir jedes Knotenpaar (u, v) einen Weg von
u nach v gibt. J

(c) Ist G stark zusammenhéangend?

Es genligt zu zeigen, dass alle Knoten von Knoten 1 aus erreichbar sind und
dass jeder Knoten auch Knoten 1 erreicht.

» Alle Knoten sind genau dann von Knoten 1 aus erreichbar, wenn wéhrend
der Ausflihrung von tsuche(1) alle Knoten besucht werden.
» Kann jeder Knoten den Knoten 1 erreichen?
* Kehre die Richtung aller Kanten um,
* filihre tsuche(1) auf dem neuen Graphen aus
* und Uberprife, ob alle Knoten besucht wurden.
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Breitensuche
und die Bestimmung kirzester Wege
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Breitensuche firr einen Knoten v soll zuerst v, dann die ,Kindergeneration von v*,
gefolgt von den ,Enkelkindern“ und den ,Urenkeln” von v .... besuchen.

void Breitensuche(int v)
{Knoten *p; int w; queue q;

for (int k =0; k < n ; k++) besucht[k] = 0;
g.enqueue(v); besucht[v] = 1;

while (!g.empty ())
{w = g. dequeue ( );
for (p = A[w]; p != 0; p = p->next)
if ('besucht[p->name])
{g.enqueue(p->name); besucht[p->name] = 1;
I (w,p->name) ist eine Baumkante. }}}
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Ein Beispiel

Breitensuche(v) berechnet einen Baum mit Wurzel v, wenn wir alle Baumkanten J

O
()

Wir beginnen sowohl Tiefensuche wie auch Breitensuche im Knoten 0. Wie sehen der
Baum der Tiefensuche und der Baum der Breitensuche aus?
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Baumkanten in der Breitensuche mutiple choice

0’0

030101

Betrachte die méglichen Ablaufe der Breitensuche mit Startknoten O.

Welche der folgenden Kanten ist dann niemals eine Baumkante — also fur keine
einzige Sortierung der Nachbarn?

@ (1) Kante (1,4)
(2) Kante (2,4)

@ (3) Kante (3,4) v/

@ (4) Kante (3,6)

@ (5) Kante (4,6)

@ (6) Kante (6,5) v/

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Eigenschaften der Breitensuche (1/2)

Sei G = (V, E) ein gerichteter oder ungerichteter Graph. Fir Knoten w setze
Vw={ueV | Es gibt einen Weg von w nach u}

und
Ew = {e € E | beide Endpunkte von e gehéren zu Vi }.

(a) Breitensuche(w) besucht jeden Knoten in Vi, genau einmal und sonst keinen
anderen Knoten.
» Nur bisher nicht besuchte Knoten werden in die Schlange eingefligt, dann
aber sofort als besucht markiert:
* Jeder Knoten wird héchstens einmal besucht.
» Bevor Breitensuche(w) terminiert, miissen alle von w aus erreichbaren
Knoten besucht werden.
(b) Breitensuche(w) bendtigt Zeit héchstens O(| V| + |Ew|)-
» Die Schlange bendétigt Zeit hochstens O(| Vi), da genau die Knoten aus V,,
eingefligt werden und zwar genau einmal.
» Jede Kante wird fir jeden Endpunkt genau einmal in seiner Adjazenzliste
~angefasst”. Insgesamt Zeit O(|Ex|).
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Eigenschaften der Breitensuche (2/2)

Sei G = (V, E) ein gerichteter oder ungerichteter Graph.

Ein Baum T(w) mit Wurzel w hei3t ein Baum kiirzester Wege fir G, falls
(a) T(w) die Knotenmenge Vi, hat und

(b) falls fir jeden Knoten u € Vi,
der Weg in T(w) von der Wurzel w nach u ein kiirzester Weg ist.

@ Zuerst werden Knoten u im Abstand 1 von w in die Schlange eingeflgt:
Die Kinder von w in T(w) stimmen mit den Nachbarn von w in G lberein.
@ Zu jedem Zeitpunkt:

» Wenn ein Knoten u im Abstand d von der Wurzel aus der Schlange entfernt
wird, dann werden noch nicht besuchte Nachbarn von u (im Abstand d + 1
von w) eingefugt.

» Breitensuche baut seinen Baum ,Generation flr Generation” auf.

Der Baum der Breitensuche ist ein Baum kirzester Wege. J
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Breitensuche und klrzeste Wege

Der gerichtete oder ungerichtete Graph G = (V, E) liege als Adjazenzliste vor.

Dann kénnen wir in Zeit O(| V| + |E|) kirzeste Wege von einem Knoten w zu allen
anderen Knoten bestimmen.

@ Breitensuche(w) terminiert in Zeit O(|V| + |E|).

@ Der Baum der Breitensuche ist ein Baum kiirzester Wege!

@ Wir kdnnen somit sémtliche kiirzesten Wege kompakt als einen Baum darstellen:
» Implementiere den Baum als Eltern-Array.

» Wir erhalten flr jeden Knoten u einen kiirzesten Weg von w nach u durch
Hochklettern im Eltern-Array.
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Prioritatswarteschlangen und Heaps

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Prioritatswarteschlangen

Der abstrakte Datentyp ,Prioritdtswarteschlange®: Flige Elemente (mit Prioritéten)
ein und entferne jeweils das Element hdchster Prioritat. J

@ Eine Schlange ist eine sehr spezielle Prioritatswarteschlange:
» Die Prioritat eines Elements richtet sich nach dem Zeitpunkt des Einfligens.
@ Der abstrakte Datentyp ,Prioritdtswarteschlange” umfasst die Operationen

insert(x,Prioritat),

delete_max(),

change_priority(wo,Prioritat*), wahle Prioritdt* als neue Prioritat
und remove(wo), entferne das durch wo beschriebene Element.

vVvyVvVvyy

Wir entwerfen eine geeignete Datenstruktur. J
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Ein Heap ist ein Bindrbaum mit
Heap-Struktur,

der Prioritdten geman einer
Heap-Ordnung

abspeichert.

Ein Bindrbaum T der Tiefe t hat Heapstruktur, wenn:
(a) jeder Knoten der Tiefe hdchstens t — 2 genau 2 Kinder hat,

(b) fiir jeden Knoten v der Tiefe t — 1 mit weniger als 2 Kindern alle Knoten der Tiefe
t — 1, die rechts von v liegen, keine Kinder haben, und

(c) falls ein Knoten v der Tiefe t — 1 genau ein Kind hat, dieses Kind ein linkes Kind
ist.

Knoten mit nur einem Kind, so haben alle Knoten links von v zwei Kinder, und alle

Ein Binarbaum mit Heapstruktur ist ein fast vollstédndiger bindrer Baum: Ist v ein
Knoten rechts von v haben keine Kinder. J

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



HeapStl’u ktu r multiple choice

(1) 2)
O QK;C?@
(3) (4) Q/G/%D

Welcher Baum hat keine Heap-Struktur?

Aufldsung:  (4)
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Heapordnung fur Max-Heaps

Ein geordneter bindrer Baum T mit Heap-Struktur speichere fir jeden Knoten v die
Prioritat p(v) von v. Dann hat T

Heap-Ordnung,
falls

p(v) > p(w)

fir jeden Knoten v und fir jedes Kind w von v gilt.

@ Die héchste Prioritat wird stets an der Wurzel gespeichert.

@ Wie sollte man einen Baum mit Heap-Struktur implementieren? Wir arbeiten mit

einem Array.
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Der Heap
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Die Datenstruktur Heap

Der geordnete bindre Baum T habe Heap-Struktur und Heap-Ordnung.

Das Array H ist ein Heap fur T, wenn
@ HI[1] = p(r) fuir die Wurzel r von T und
@ wenn H|[i] die Prioritat des Knotens v von T speichert, dann gilt

» H[2-i] = p(vvp) fur das linke Kind v, von v und
» H[2-i+ 1] = p(vr) flr das rechte Kind vz.

(9)
Zum Beispiel besitzt den Heap (9,4,7,3,1).
o8R0
® O
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Die Funktion Insert

Wie navigiert man in einem Heap H? )

@ Wenn Knoten v in Position i gespeichert ist, dann ist
» das linke Kind v, in Position 2 -/,
» das rechte Kind vg in Position 2 -/ + 1 und
» der Elternknoten von v in Position |i/2]
gespeichert.

Wo sollten wir eine neue Prioritét p einfiigen? J

@ Es liegt nahe, p auf der ersten freien Position abzulegen. Wir setzen also

H[++ n] = p.

» Der neue Baum hat Heap-Struktur, aber die Heap-Ordnung ist
moglicherweise verletzt.

Wie kann die Heap-Ordnung kostenglinstig repariert werden? J
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Wir figen die Prioritat 11 ein

Die Heap-Ordnung ist verletzt und 11 rutscht nach oben:
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Repair_up
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Die Repair_up Prozedur

Die Klasse heap enthalte die Funktion repair_up. }

void heap::repair_up (int wo)
{int p = H[wo];
while ((wo > 1) && (H[wo/2] < p))
{H[wo] = H[wo/2];
wo = wo/2; }
H[wo] = p;}

@ Wir verschieben die Prioritat solange nach oben, bis
» entweder die Prioritét des Elternknotens mindestens so groB ist
» oder wir die Wurzel erreicht haben.

@ Wie grof3 ist der Aufwand?
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Aufwand von Repair_up demog:

Gegeben sei ein Heap mit n Elementen und Tiefe {(n).
Dann bendtigt Repair_up im Worst-Case die Zeit

(1 o)
(2)  ©(logt(n))

(3) ©O(loglogn)

(4)  ©(t(n))

(5) ©O(log® n+ t(n))
6) ©o(n+t(n)

Aufldsung:  (4) ©(t(n))
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Die Funktion Delete_max()

H repréasentiere einen Heap mit n Prioritdten. Firr Delete_max:
1. Uberschreibe die Wurzel mit H[n]
2. und verringere num 1.

@ Durch das Uberschreiben mit H(n) ist das entstandene Loch an der Wurzel
verschwunden:

Die Heap-Struktur ist wiederhergestellt.

@ Allerdings ist die Heap-Ordnung mdéglicherweise verletzt und muss repariert
werden.

Die Prozedur repair_up versagt: sie ist nur anwendbar, wenn die falsch
stehende Prioritat gréBer als die Eltern-Prioritat ist.
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Ein Beispiel

L - (1)
una nachner
(4) (5] @
@) & ®

Vorher

Repariere die Heap-Ordnung: Vertausche mit dem gréBtem Kind

e d wiederhol e d f
und wiederhole und fertig.
(1] @ (3] @
& © @ ©

Repariere die Heap-Ordnung nach unten. )
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Repair_down

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 2 16. Juni 2019



Die Prozedur Repair_down

Die Klasse heap enthalte die Funktion repair_down. )

void heap::repair_down (int wo)
{int kind; int p = H[wo];
while (wo <= n/2)
{kind = 2 * wo;
if (kind < n) && (H[kind] < H[kind + 1])) kind ++;
if (p >= H[kind]) break;
H[wo] = H[kind]; wo = kind; }
H[wo] = p; }
@ Die Prioritat p wird mit der Prioritét des ,gréBten Kinds" verglichen und
madglicherweise vertauscht.
@ Die Prozedur endet, wenn wo die richtige Position ist, bzw. wenn wo ein Blatt
beschreibt.
@ Wie grof3 ist der Aufwand? Hdchstens proportional zur Tiefe.

10
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Change_priority und Remove

@ void change_priority (int wo, int p):

» Wir aktualisieren die Prioritat, setzen also H[wo] = p.
» Aber wir verletzen damit moglicherweise die Heap-Ordnung!

* Wenn die Prioritdt angewachsen ist, dann rufe repair_up auf.
* Ansonsten hat sich die Prioritat verringert und repair_down ist aufzurufen.

@ void remove(int wo):

» Stelle die Heap-Struktur durch H[wo] = H[n- -]; wieder her
» und rufe dann change_priority auf.

Alle vier Operationen
insert, delete_max, change_priority und remove

benétigen Zeit héchstens proportional zur Tiefe des Heaps.
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Die Tiefe eines Heaps mit n Knoten

Der Binarbaum T besitze Heap-Struktur. J

@ Wenn T die Tiefe t = Tiefe(T) besitzt, dann hat T mindestens
142" 4224+ 4241 =2t
Knoten
@ aber nicht mehr als

142" 4024 g2t ot oty

Knoten.
@ Also folgt fir die Knotenzahl n,
2Tiefe(T) <n< 2Tiele(T)+1
Es ist

Tiefe(T) = |log, n|
und alle vier Operationen werden somit in logarithmischer Zeit unterstutzt!
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Ein Array (A[1], ..., A[n]) ist zu sortieren.

for (i=1;i<=n; i++)
insert(A[i]);
// buildheap ist schneller
int N =n;
for (n=N; n>=1;n--)
A[n] = delete_max( );
//Das Array A ist jetzt aufsteigend sortiert.

@ Zuerst werden n Schlussel eingefligt und dann wird n Mal das Maximum entfernt.

@ Sowohl die anfangliche Einfligephase wie auch die letztliche Entfernungsphase
benétigen Zeit héchstens O(n - log, n).

Heapsort ist eines der schnellsten Sortierverfahren. J
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Wie kann der Heap schneller geladen werden?

Flhre statt vielen kleinen Reparaturen eine groBe Reparatur durch. )

@ Beginne die Reparatur mit den Blattern. Jedes Blatt ist schon ein Heap und eine
Reparatur ist nicht notwendig.

@ Wenn ¢ die Tiefe des Heaps ist, dann kimmern wir uns als Nachstes um die
Knoten v der Tiefe t — 1.

» Sei T, der Teilbaum mit Wurzel v.

» T, ist nur dann kein Heap, wenn die Heap-Ordnung im Knoten v verletzt ist:
Repariere mit repair_down, gestartet in v.

» Hdchstens ein Vertauschungsschritt wird benétigt.

@ Wenn v ein Knoten der Tiefe t — j ist, dann muss hdchstens die Heap-Ordnung
im Knoten v reparariert werden.

» Hdchstens j Vertauschungsschritte gendigen.

Es gibt nur wenige teure Reparaturschritte! )
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@ Es gibt 2!~/ Knoten der Tiefe t — j (fiir j > 1).

@ Fur jeden dieser Knoten sind hdchstens j Vertauschungsschritte durchzufiihren
und die Ladezeit ist durch >, j - 2"~/ beschrankt.

@ Behauptung: > ,j- 2"~/ = 2"*" — t — 2. Wir geben einen induktiven Beweis:

t+1 t

SojetT = 2y 2
j=1

j=1
= 22" —t-2)+t+1
22 _(t+1)—2.

Der Heap kann in linearer Zeit geladen werden. J
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Die Klasse heap
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class heap

{private:
int *H; // H ist der Heap.
int n; / n bezeichnet die GréBe des Heaps.
void repair_up (int wo);
void repair_down (int wo);
public:

heap (int max) // Konstruktor.
{ H=new intfmax]; n=0; }

int read (int i) { return H[i]; }

void insert (int priority);

int delete_max( );

void change_priority (int wo, int p);
void remove(int wo);

void buildheap();

void heapsort(); };
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Prioritatswarteschlangen: Zusammenfassung

(a) Ein Heap mit n Prioritaten unterstiitzt jede der Operationen
insert, delete_max, change_priority und remove

in Zeit O(log, n).

» Fur die Operationen change_priority und remove muss die Position der zu
andernden Prioritat bestimmt werden. (Ubungsaufgabe)

(b) buildheap baut einen Heap mit n Prioritaten in Zeit O(n).

(c) heapsort sortiert n Zahlen in Zeit O(nlog, n).
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Das kurzeste-Wege Problem und
Dijkstra’s Algorithmus
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Das Single-Source-Shortest Path Problem

Fir einen gerichteten Graphen
G=(V,E)

und eine Langen-Zuweisung
lange : E — Rxo

bestimme kiirzeste Wege von einem ausgezeichneten Startknoten s € V zu allen
Knoten von G.
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Dijkstra’s Algorithmus

Die Lange eines Weges ist die Summe seiner Kantengewichte.

@ Mit Breitensuche kdnnen wir kiirzeste-Wege Probleme l6sen, falls lange(e) =

fir jede Kante e € E gilt.
@ FUr allgemeine nicht-negative Langen brauchen wir ein stérkeres Geschitz.
@ Die zentrale Beobachtung.

» Kantengewichte sind nicht-negativ: Die kiirzeste, mit einem Knoten v
inzidente Kante (v, w) ist ein kurzester Weg von v nach w.

» Dijkstra’s Algorithmus setzt diese Beobachtung wiederholt ein.
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Dijkstra’s Algorithmus

(1) Setze S = {s} und

lange (s,v) wenn (s,v)e€ E

distanz[v] = { ~ sonst

/* distanz[v] ist die L&nge des bisher festgestellten kirzesten Weges von s nach
V. */
(2) Solange S # V wiederhole

(a) wahle einen Knoten w € V' \ S mit kleinstem Distanz-Wert.

/* distanz[w] ist die tatsdchliche Lange eines kirzesten Weges

von s nach w. Warum? GL-1 */
(b) Fige win S ein.
(c) Aktualisiere die Distanz-Werte der Nachfolger von w:

Setze fir jeden Nachfolger u € V' \ Svon w

* ¢ = distanz[w] + lange(w,u);
* distanz[u] = (distanz[u] > ¢) ? ¢ : distanz[u];
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D |J kS’[ra AbIan demogr.

e () uv,w

2 v,u,w
@ 3) w,v,u
(4 uw,v
@ (5 w,u,v
@ (6) v,w,u

Aufldsung:  (2) v,u,w
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Datenstrukturen fir Dijkstra’s Algorithmus

In der Vorlesung , Theoretische Informatik 1 (GL-1)" wird gezeigt, dass Dijkstra’s
Algorithmus korrekt ist und das kiirzeste-Wege Problem effizient I6st.

)

Welche Datenstrukturen sollten wir einsetzen?

@ Darstellung des Graphen G:

» Wir implementieren G als Adjazenzliste, da wir dann sofortigen Zugriff auf
die Nachfolger u von w im Aktualisierungschritt (2c) haben.
@ Implementierung der Menge V \ S:

» Ein Knoten w mit kleinstem Distanzwert ist zu bestimmen und zu entfernen.
» Knoten sind gemaf ihrem anfanglichen Distanzwert einzuflgen.

Wahle einen Min-Heap fir V' \ S:

» Ersetze die Funktion delete_max() durch die Funktion delete_min().
» Implementiere den Aktualisierungschritt (2c) durch change_priority(wo, c).
Woher kennen wir die Position wo?
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Minimale Spannbaume
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Minimale Spannbaume

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhéangender Graph.
Jede Kante e € E erhélt eine reelwertige Lange ,lange(e)".

Ein Baum T = (V/, E’) heiBt ein Spannbaum fiir G, falls V' = V und E’ C E.
Die Lange eines Spannbaums ist die Summe der Lédngen seier Kanten.
Ein minimaler Spannbaum ist ein Spannbaum minimaler Lange.

Je zwei Knoten von G bleiben auch in einem Spannbaum miteinander verbunden,
denn ein Baum ist zusammenhangend. Wenn wir aber irgendeine Kante
entfernen, dann zerstéren wir den Zusammenhang.

Wenn alle Kantenldngen nicht-negativ sind, dann suchen wir nach einem
zusammenhangenden Teilgraph von G minimaler Lange.
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Minimale Spannbaume Beispiel demo

DCGA) =3

Welche Kanten sind nicht im minimalen Spannbaum?

Auflésung:
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Der Algorithmus von Prim: Die Idee

@ Angenommen wir wissen, dass ein Baum B in einem minimalen Spannbaum
enthalten ist.

@ Wir mdchten eine kreuzende Kante zu B hinzufligen: e soll also einen Knoten in
B mit einem Knoten auBBerhalb von B verbinden.

@ Der Algorithmus von Prim wahlt eine kiirzeste kreuzende Kante.

@ In der Vorlesung ,Algorithmentheorie” wird gezeigt, dass auch BU {e} in einem
minimalen Spannbaum enthalten ist:
Der Algorithmus berechnet also einen minimalen Spannbaum.

@ Worauf missen wir bei der Implementierung achten?

» Eine kiirzeste kreuzende Kante muss schnell gefunden werden.
» Wenn der Baum B um einen neuen Knoten u anwéachst, dann erhalten wir
neue kreuzende Kanten, nadmlich in u endende Kanten.
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Der Algorithmus von Prim

(1) Setze S = {1}.
/* Bist stets ein Baum mit Knotenmenge S. Zu Anfang besteht B nur aus dem
Knoten 1.

(2) Solange S # V, wiederhole:

(a) Bestimme eine klirzeste kreuzende Kante e = {u, v}.

(b) Flge e zu B hinzu.

(c) Wenn u € S, dann flige v zu S hinzu. Ansonsten flige u zu S hinzu.
/* Beachte, dass wir neue kreuzende Kanten erhalten, ndmlich alle Kanten
die den neu hinzugefligten Knoten als einen Endpunkt und einen Knoten
aus V'\ S als den anderen Endpunkt besitzen.
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Die Datenstruktur fir Prim’s Algorithmus

@ Fur jeden Knoten u € V' \ S bestimmen wir die Lénge /(u) einer kiirzesten Kante,
die u mit einem Knoten in S verbindet.

@ Wir verwalten die Knoten in V' \ S mit einer Prioritatswarteschlange und
definieren /(u) als die Prioritét des Knotens u.

» Initialisiere einen Min-Heap, indem jeder Nachbar u von 1 mit Prioritat
lange({1, u}) einfugt wird, bzw. mit Prioritat co, wenn u kein Nachbar ist.

» Wir bestimmen eine kiirzeste kreuzende Kante, wenn wir einen Knoten in
u € V'\ S mit niedrigster Prioritat bestimmen.

» Beachte, dass sich nur die Prioritaten der Nachbarn von u &ndern.

@ Implementiere G durch eine Adjazenzliste, da wir stets nur auf die Nachbarn
eines Knotens zugreifen missen.
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Kruskal’s Algorithmus: Die Idee

@ Prim I&sst einen minimalen Spannbaum ,Kante fir Kante* wachsen.
@ Kruskal’s Algorithmus beginnt mit einem Wald von Einzelknoten.
» Die Kanten werden nach aufsteigender Lange sortiert und der Reihe nach,

beginnend mit Kanten kirzester Lange verarbeitet.
» Wenn die Kante e ,dran” ist und keinen Kreis schlie3t, dann wird die Kante

zum Wald hinzugefigt.
» Ansonsten schlieB3t die Kante einen Kreis und wird verworfen.

Wie stellt man fest, ob eine Kante einen Kreis schlie3t? J
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Kruskal’s Algorithmus

(1) Sortiere die Kanten gemaf aufsteigender Lange. Sei W = (V, F) der leere Wald,
also F = 0.

(2) Solange W kein Spannbaum ist, wiederhole

(a) Nimm die gegenwartig kiirzeste Kante e und entferne sie aus der sortierten
Folge.

(b) Verwerfe e, wenn e einen Kreis in W schlief3t.

(c) Ansonsten setze F = F U {e}: e wird zum Wald W hinzugeflgt.

Wir beschranken uns auf die Implementierung.
In der Vorlesung ,Algorithmentheorie” wird gezeigt, dass Kruskal’s Algorithmus korrekt
ist.
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Die Union-Find Datenstruktur |

@ Wir sortieren die Kanten zum Beispiel mit Heapsort.

@ Danach missen wir fur alle Kanten e = {u, v} entscheiden,
ob e einen Kreis in W schlief3t.

» Die Operation find(u) bestimme die Wurzel w, des Baums,
der u enthélt.
» Die Kante e schlie3t genau dann einen Kreis, wenn
find(u) = find(v).
@ Wenn e keinen Kreis in W schlieBt, dann missen wir die Bdume mit den Wurzeln
find(u) und find(v) vereinigen. Dazu benutzen wir die Operation union(u, v).

Wie sollten wir den Wald W implementieren? J
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Die Union-Find Datenstruktur Il

Wir implementieren den Wald W durch ein Eltern-Array.

@ Zu Anfang ist Eltern[i] = i furr alle Knoten /. (Wir fassen i immer dann als eine
Wurzel auf, wenn Eltern[i] = i gilt.)

@ Wie ist find(u) zu implementieren?

» Klettere den Baum von u mit Hilfe des Eltern-Arrays hoch.
» Die ,Kletter-Zeit“ ist durch die Tiefe des Baums beschrénki.
» Wie garantieren wir, dass die Baume nicht zu tief werden?

@ Wenn wir zwei Badume vereinigen, dann hénge die Wurzel des kleineren Baums
unter die Wurzel des gréBeren Baums!

» Betrachte einen beliebigen Knoten v.

» Die Tiefe vergréBert sich nur dann um 1, wenn v dem kleineren Baum
angehdrt. Wenn die Tiefe von v um 1 anwéchst, dann wird sich der Baum
von v in seiner GréBe mindestens verdoppeln.

> Also ist die Tiefe aller Baume durch log,(|V|) beschrankt.
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Die Union-Find Datenstruktur: Das Fazit

Ein union-Schritt bendtigt nur konstante Zeit, wahrend ein find-Schritt héchstens
logarithmische Zeit benbtigt. J

@ Mit der union-Operation modifizieren wir den minimalen Spannbaum!
@ Wir benétigen zwei Datenstrukturen, namlich

» die Union-Find Datenstruktur und
» eine zweite Datenstruktur, die die Kanten des minimalen Spannbaums
abspeichert.
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Kirzeste Wege vs. Minimale Spannbaume demog:

Sei G ein Graph mit ganzzahligen Kantengewichten in {1,...,n} und
K die Summe der Kantengewichte in einem Baum kirzester Wege von G
M die Summe der Kantengewichte in einem minimalen Spannbaum von G

Wie grof3 kann das Verhaltnis K/M werden?

° (1) o)

@ (2) O(logn)
® (3 ©(vn)
° (4 ©(n)

e (5 o

Aufldésung: (4)  ©(n)
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