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Der abstrakte Datentyp ,,Worterbuch®

Ein Wérterbuch fiir eine gegebene Menge S besteht aus den
folgenden Operationen:

@ insert(x): Flge x zu S hinzu, d.h. setze S = SU {x}.

@ remove(x): Entferne x aus S, d.h. setze S = S — {x}.

@ lookup(x): Finde heraus, ob x in S liegt, und wenn ja, greife
gegebenfalls auf den Datensatz von x zu.

@ In einer Firmendatenbank werden Kundendaten in der Form
(Kundenummer, Info) abgespeichert.
@ Die Kundennummer stellt den Schlissel x dar.
» insert(x): Fige den Datensatz eines neuen Kunden mit
Kundenummer x ein.
» remove(x): Entferne den Datensatz des entsprechenden Kunden.
» lookup(x): Greife auf den Datensatz des Kunden mit
Kundennummer x zu.
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Suchmaschinen

Suchmaschinen missen Stichworte und Webseiten verwalten und zu
jedem Stichwort alle relevanten Webseiten auflisten. J

@ Fir jedes Stichwort s muss ein Wérterbuch der fiir s relevanten
Webseiten aufgebaut werden.
» Neue Webseiten sind gegebenenfalls einzufligen
» und alte, verschwundene Webseiten sind zu entfernen.

@ Fir jede Webseite w miissen die Stichworte gesammelt werden,
fir die w relevant ist:

» Sollte w entfernt werden,
kann w schnell, fir jedes seiner Stichworte entfernt werden.

Es gibt mehrere Milliarden Webseiten.

Welche Daten sollten im schnellen Speicher und welche Daten im
langsamen Speicher gehalten werden? J
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Datenstrukturen fur Worterbilicher

@ Wie sollten statische Worterblicher, also Worterblicher die nur
lookup benutzen, implementiert werden?

» Sortiere die gespeicherten Schliissel und fiihre eine
lookup-Operation mit Binarsuche in logarithmischer Zeit durch

» Oder aber wir haben sogar eine schnell berechenbare Namens-
funktion, um die Position eines jeden Schllssels zu bestimmen.

Leider sind die interessanten Wérterblcher dynamisch.
@ Kdnnen wir Heaps benutzen?

» Das Einfigen gelingt miihelos,
» das Suchen ist aber extrem miihselig. (Warum?)

Im Gegensatz zu ,starren“ Arrays bendétigen wir Datenstrukturen,
die schnell modifiziert werden kénnen. J
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Binare Suchbdume
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Binare Suchbaume

T sei ein geordneter bindrer Baum. Jeder Knoten v von T speichert
ein Paar
Daten(v) = (Schliissel(v), Info(v)).

T heiBt binarer Suchbaum, wenn T die folgenden Eigenschaften hat:

(a) Firjeden Schlisselwert x gibt es hdchstens einen Knoten v mit
Schlussel (v) = x.

(b) Fir jeden Knoten v, jeden Knoten vjnks im linken Teilbaum von v
und jeden Knoten Vechts im rechten Teilbaum von v gilt

Schlissel(vjinks) < Schlissel(v) < Schliissel(Viechts)-

Binare Suchbaume unterstiitzen die binare Suche!
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Bindre Suchbaume: lookup(x)

(1) Sei r die Wurzel des binaren Suchbaums. Setze v = r.
/* Wir beginnen die Suche an der Wurzel. */

(2) Wenn wir am Knoten v angelangt sind, vergleichen wir
x und Schlissel (v):

» X = Schliissel(v): Wir haben den Schlissel gefunden.

» x < Schlissel (v): Wir suchen im linken Teilbaum weiter.

(
» x > Schliissel (v): Wir suchen im rechten Teilbaum.

Lookup benétigt Zeit ©(t),
wobei t die Tiefe des Knotens ist, der den Schlussel x speichert. }
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Die Struktur Knoten

typedef struct Knoten

{ schluesseltyp schluessel; infotyp info;
/Ischluesseltyp und infotyp sind vorher spezifizierte Typen.

Knoten *links, *rechts;
Knoten (schluesseltyp s, infotyp i, Knoten *I, Knoten *r)

{ schluessel = s; info = i; links = |; rechts = r; }
//Konstruktor. };
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Die Klasse Binarbaum

class bsbaum

{private:
Knoten *Kopf;

public:
bsbaum () { Kopf = new Knoten (0,0,0,0); }
// Konstruktor.
/I Kopf->rechts wird stets auf die Wurzel zeigen.

Knoten *lookup (schluesseltyp x);

void insert (schluesseltyp X, infotyp info);
void remove (schluesseltyp x);

void inorder ( ); };
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Die Funktion lookup

Knoten *bsbaum::lookup (schluesseltyp x)
{ Knoten *Zeiger = Kopf->rechts;
while ((Zeiger != 0) && (x != Zeiger->schluessel))

Zeiger = (x < Zeiger->schluessel) ? Zeiger->links : Zeiger->rechts;

return Zeiger; };
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Binare Suchbaume: Insert

Zuerst suche nach x.
- Sollten wir x finden, Uberschreibe den alten Info-Teil,
- sonst flige den Schlissel dort ein, wo die Suche scheitert.

void bsbaum::insert (schluesseltyp x, infotyp info)
{Knoten *Eltern, *Zeiger;
Eltern = Kopf; Zeiger = Kopf->rechts;

while ((Zeiger != 0) && (x != Zeiger->schluessel))
{Eltern = Zeiger;
Zeiger = (x < Zeiger->schluessel) ?
Zeiger->links : Zeiger->rechts; }

if (Zeiger == 0)
{Zeiger = new Knoten (x, info, 0, 0);
if (x < Eltern->schluessel) Eltern->links = Zeiger;
else Eltern->rechts = Zeiger; }

else Zeiger->info = info; }
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Binare Suchbaume: Remove

Zuerst suche den Schllissel x.

Wenn die Suche im Knoten v endet und
@ wenn v ein Blatt ist: Entferne v.
@ Wenn v genau ein Kind w hat: Entferne v und mache den
Elternknoten von v zum Elternknoten von w.

@ Wenn v zwei Kinder hat: Ersetze v durch den kleinsten Schliissel
s im rechten Teilbaum von v.

» Der Knoten u speichere den Schlissel s.
» uist als linkester Knoten im rechten Teilbaum leicht zu finden.
» u hat kein linkes Kind und kann damit sofort entfernt werden.
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Binare Suchbaume: Sortieren

Wir kdbnnen mit binaren Suchbdumen auch sortieren:
@ Zuerst flge alle Schllssel in einen leeren Suchbaum ein.

@ Danach bestimme die sortierte Reihenfolge durch einen
Inorder-Durchlauf.
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Die Operationen eines binaren Suchbaums

Die Operationen insert und remove beginnen mit einer Suche nach
dem SchlUssel.

@ remove setzt den Suchprozess mit einer Suche nach dem
kleinsten Schllssel im rechten Teilbaum fort.

(a) lookup, insert und remove bendtigen Zeit proportional zur Tiefe
des Baums.

(b) Die Folge insert(1, info), insert(2, info), ... insert(n, info)
erzeugt einen Baum der (maximalen) Tiefe n — 1.

(c) Die minimale Tiefe ist |log, n|, die maximale Tiefe n — 1.
Wie grof3 ist die erwartete Tiefe?
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Im worst-case grof3e Tiefe, trotzdem, ....

@ Die erwartete Tiefe und damit die erwartete Zeit fir eine
erfolgreiche Suche ist logarithmisch.

Also ist die erwartete Zeit fur lookup, insert und remove
logarithmisch.

@ Trotzdem ist die worst-case Laufzeit intolerabel.
Und die Konsequenz?

@ Wir arbeiten weiter mit binaren Suchbaumen,

@ garantieren aber durch zusétzliche Operationen, dass der Baum

tiefen-balanciert

bleibt.
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AVL-Baume
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AVL-Baume (Adelson-Velski and Landis, 1962)

Ein binarer Suchbaum hei3t AVL-Baum, wenn flr jeden Knoten v mit
linkem Teilbaum Ty (v) und rechtem Teilbaum Tg(v)

| Tiefe(T(v)) — Tiefe(Tgr(v)) |< 1

gilt. b(v) := Tiefe(T.(v)) — Tiefe(Tg(v)) ist der Balance-Grad von v.
Definiere die Tiefe des leeren Baums als -1.

Fur AVL-Baume ist stets b(v) € {—1,0,1}.

Die zentralen Fragen:

@ Kdnnen wir stets Schllissel so einfligen, dass der Absolutbetrag
des Balance-Grads héchstens Eins ist?

@ Wie tief kann ein AVL-Baum mit n Knoten werden?
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Beispiele und Gegenbeispiele fir AVL-Baume

und T3 = sind AVL-Baume.

of

ist kein AVL-Baum.
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AVL-Baum mulitple choice

An welchen Knoten ist die AVL-Eigenschaft verletzt?

Auflésung: 2
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Die Tiefe von AVL-Baumen

min(t) sei die minimale Knotenzahl,
die ein AVL-Baum der Tiefe t mindestens besitzen muss. J

@ min(0) = 1 und min(1) = 2.
@ Und es gilt die Rekursion min(t) = min(t — 1) + min(t — 2) + 1.
» Wenn ein AVL-Baum die Tiefe t besitzt, dann muss ein Teilbaum
die Tiefe t — 1 besitzen und hat mindestens min(t — 1) Knoten.
» Der andere Teilbaum hat mindestens Tiefe t — 2 und besitzt
deshalb mindestens min(t — 2) Knoten.

Mit induktivem Argument folgt min(t) > 2Y/2,

@ Die Behauptung ist richtig fir t =0und t = 1.

@ min(t+ 1) = min(t) + min(t — 1) +1
> ot/2 L 9(t-1)/2 | 1 > 2. 9(t-1)/2 _ o(t+1)/2,

Die Tiefe eines AVL-Baums mit n Knoten ist héchstens 2 - log, n.
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Lookup, Remove und Insert

@ Da AVL-Baume logarithmische Tiefe haben, ist die Laufzeit einer
Lookup-Operation héchstens logarithmisch.
@ Wir driicken uns um die remove-Operation herum:

» Wir flihren nur eine lazy remove Operation aus: Markiere einen
geldschten Knoten als entfernt ohne ihn tatsachlich zu entfernen.

» Wenn allerdings mehr als 50 % aller Knoten markiert sind, dann
beginnt ein GroBreinemachen:

* Ein neuer AVL-Baum wird aus den nicht markierten Knoten des alten
Baumes durch Insert-Operationen aufgebaut.

Die Laufzeit fir den Neuaufbaus ist grof3, aber gegen die vielen
blitzschnellen remove-Operationen amortisiert.

Kritisch ist die Implementierung der insert-Operation. J
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In einer Linksrotation ersetzt ein rechtes Kind den Elternknoten.
Der Elternknoten wird zum linken Kind.

Rechtsrotationen sind entsprechend definiert.
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http://webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AVL/

Rotationen demogr.

An welchem Knoten x wurde eine Linksrotation LR(x) ausgeftihrt?

/ \ L) /LP\

i 1 s
/\ /\ AN 7%
s 4 3> 2 5 4

/ N\ /\

9 8 S 3

Auflésung: 3
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Die Insert-Operation

Um den Schlussel x einzufligen, suche zuerst nach x und fiige x am
Ende einer erfolglosen Suche ein. J

@ An welchen Knoten ist jetzt mdglicherweise die AVL-Eigenschaft
verletzt?

» Nur Knoten des Suchpfads, also des Pfads von der Wurzel zum
frisch eingefligten Blatt, kénnen betroffen sein!

» Wir laufen deshalb den Suchpfad mdéglicherweise ganz zurlick, um
die Balance-Eigenschaft zu reparieren.

Die Situation:

@ Wir sind bis zum Knoten u zurtickgelaufen. Die AVL-Eigenschaft
gilt fir v und alle Nachfahren von u.

@ Wenn wir die Reparatur fortsetzen miissen, miissen wir uns als
Nachstes um den Elternknoten v von u kimmern.
@ w bezeichne den Grofelternknoten von u.
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Der Zick-Zick Fall (1/2)

\

A\ ()
B\ o\

Fallannahme: Ein neues Blatt wurde im Teilbaum von u eingeflgt und
es gilt Tiefe(C) > Tiefe(B) nach Einfligung.

@ Die Tiefe des Teilbaums von u muss um 1 angewachsen sein,
denn ansonsten kénnen wir die Reparatur beenden.

@ Sei d die neue, um 1 gréBere Tiefe des Teilbaums von u.
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Der Zick-Zick Fall (2/2)

@ Tiefe(A) > d + 1 ist unmdglich, da sonst b(v) > 2 vor Einfligen
des neuen Blatt gilt.

@ Wenn Tiefe(A) = d, dann brauchen wir nur den Balance-Grad
b(v) = 0 neu zu setzen.

» Die Reparatur kann abgebrochen werden, da der Teilbaum mit
Wurzel v seine Tiefe nicht verandert hat.

@ Wenn Tiefe(A) = d — 1, dann setze b(v) = —1.
Diesmal miissen wir die Reparatur in w fortsetzen:
Die Tiefe des Teilbaums mit Wurzel v ist um 1 angestiegen.

@ Der Fall Tiefe(A) < d — 3 kann nicht auftreten, da sonst
b(v) < —2 vor Einfiigen des neuen Blatts gilt.

Der Fall Tiefe(A) = d — 2 ist kritisch. ]
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Tiefe(A) =d — 2
Fihre eine Linksrotation in v durch. )

@) @)
) _ @)

A M SN
By £ A B

o Tiefe(B) < Tiefe(C) gilt nach Fallannahme: Tiefe(C) = d — 1 folgt.
@ Da die AVL-Eigenschaft in u gilt, folgt

d—2 =Tiefe(C) — 1 < Tiefe(B) < Tiefe(C) =d — 1.
@ Die AVL-Eigenschaft gilt somit nach der Rotation fir v und v.

Setze b(u) und b(v) entsprechend und fahre fort, wenn der neue
Teilbaum von u tiefer ist als der alte Teilbaum von v.
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Der Zack-Zack Fall

(W)

/

SN
AN

Fallannahme: Ein neues Blatt wurde im Teilbaumvon u eingefiigt und
Tiefe(A) > Tiefe(B) gilt nach Einfigung.

Der Zack-Zack Fall wird wie der Zick-Zick Fall behandelt. J
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Wo wird wie rotiert? dgemogr.

Wir figen Schlissel 3 in folgenden AVL-Baum ein.

e
©

Welche Rotation wird an welchem Knoten ausgefiihrt?

@ (1) LR(2)
@ (2) RR4)
@ (3) RR(6)
o (4) LR@#4)
@ (5 LR(6)

Auflésung: (3)  RR(6)
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Der Zick-Zack Fall

w

&5

Fallannahme: Ein neues Blatt wurde im Teilbaum mit Wurzel u
eingefugt und Tiefe(B) > Tiefe(C) gilt nach Einfligung.

@ Die Reparatur muss nur dann fortgesetzt werden, wenn die Tiefe
des Teilbaums von u um 1 angestiegen ist.

@ Sei d die neue Tiefe des Teilbaums von wv.
Wie im Zick-Zick Fall ist nur der Fall Tiefe(A) = d — 2 kritisch.
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Tiefe(A) =d — 2

@ Da d— 1 =Tiefe(B) > Tiefe(C) = d — 2, folgt
Tiefe(A) = Tiefe(C) = d — 2 und Tiefe(B) = d — 1.

@ Eine Linksrotation in v ist keine Reparatur:

W

& 5

B wandert vom rechten zum linken Teilbaum und die
AVL-Eigenschaft bleibt verletzt, da Tiefe (A) = Tiefe(C).
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Tiefe(A) =d — 2

Zuerst eine Rechtsrotation in u

fo e
e S

0
\@

eine Linksrotation in v /< A /Bg >\
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Nach der Doppelrotation

PO

A Bi B> C

@ Die Tiefe ist um 1 gesunken, denn Tiefe (A) = Tiefe(C) =d — 2
und d — 3 < Tiefe(By), Tiefe(Bz) < d — 2.

@ Die Tiefe des schwarzen Knotens stimmt jetzt mit der Tiefe d von
v vor dem Einfligen des neuen Blatts Gberein.

@ Nach Setzen der neuen Balance-Grade kann die Reparatur
abgebrochen werden.
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Zusammenfassung

Die Operationen lookup und insert haben worst-case Laufzeit
O(logy n) fur AVL-Baume mit n Knoten. }

@ Wir haben nur den Zack-Zick Fall ausgelassen, der analog zum
Zick-Zack Fall zu behandeln ist.

@ Mit AVL-Baumen kénnen wir schnell sortieren:
» Flge n Schllssel in Zeit O(n - log, n) ein
» und fiihre dann einen Inorder-Traversal in linearer Zeit aus.
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(a, b)-Baume:
Woérterblcher flr Externspeicher
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Die (a, b)-Eigenschaft

Esgeltea>2undb >2a—1.
Ein Baum T hat die (a, b)-Eigenschaft, falls
@ alle Blatter von T die gleiche Tiefe haben,

@ alle Knoten hochstens b Kinder besitzen und

@ die Wurzel mindestens zwei Kinder hat,
wahrend alle sonstigen Knoten mindestens a Kinder haben.

Interessant sind Baume mit der (a, b)-Eigenschaft fiir groBe Werte von
aund b, wenn Daten auf einem Externspeicher abgelegt sind:

@ Die Tiefe wird dementsprechend klein sein und

@ wenige der sehr langsamen Zugriffe auf den Externspeicher
genlgen.
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Die Suchstruktur von (a, b)-Baumen

T ist ein (a, b)-Baum fir die Schllisselmenge S,
bzw. ein B-Baum fir b = 2a — 1, falls gilt:

@ T hat die (a, b)-Eigenschaft.

@ Jeder Schlissel in S wird in genau einem Knoten von T
gespeichert und jeder Knoten speichert die ihm zugewiesenen
Schllssel in aufsteigender Reihenfolge.

» Jeder Knoten mit k Kindern speichert genau k — 1 Schllssel.
» Ein Blatt speichert héchstens b — 1 Schliissel und mindestens a — 1
Schllssel.

@ Falls der innere Knoten v die Schlissel xq, ..., x; (mit
X1 < Xo < --- < Xcund c < b— 1) speichert, dann
» speichert der linkeste (bzw. rechteste) Teilbaum nur Schliissel aus
dem Intervall (—oo, X1) (bzw. (X¢, 00)).
» Der j.te Teilbaum (fir 2 < j < c) speichert nur Schliissel aus dem
Intervall (x;_1, X;).
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Ein Beispiel

Fir a = 2 und b = 3 erhalten wir 2-3 Baume:

Die SchlUssel der inneren Knoten helfen in der Suche:

» Auf der Suche nach Schliissel K suche im rechten Teilbaum weiter,
denn E < K.
» Da H < K < M muss das mittlere Blatt aufgesucht werden.
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Die Tiefe von (&, b)-Baumen

T sei ein (a, b)-Baum mit n, Knoten, der ng Schlussel speichert.
Dann gilt nk < ns, und fur Tiefe(T) > 2:

log(nk) — 1

< logp(ns) — 1 < Tiefe(T) < log, (nk _ 1) +1

2

—1
<Ioga,<nS >+1.

\V)
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Die Tiefe von (&, b)-Baumen

@ Die Tiefe ist minimal, wenn jeder Knoten genau b Kinder hat.

» In Tiefe t kdnnen wir damit héchstens ny <1+ b+ ... + bl =
Knoten erreichen. Jeder Knoten enthalt hdchstens b — 1 Schlussel
alsons < ng-(b—1) < bt —1 < pt+!

» Also folgt b'*' > ng und damit ¢ > log,(ns) — 1.

bl+1

@ Die Tiefe ist maximal, wenn die Wurzel zwei Kinder und jeder
innere Knoten a Kinder hat.
» Wir erhalten also in Tiefe ¢ mindesteps
ne>1+2(1+.. +a’*1) =1 +2 S Knoten
> AIsofoIgtnk>1+2 — <
Aber a1 a glltfur t > 2 und damit t < Ioga (” 1) +1.
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Knotenanzahl von (a, b)-Baumen demog-

Wieviele Knoten muss ein (3, 7)-Baum mit Tiefe 3 mindestens haben?

o (1) 3
0 (2 7
® (3 10
o (4) 21
o (5) 27
® (6) 40

Auflésung:  (5) 27

142(1+3-(143-(1)=1+2+6+18=27
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Lookup(x)

Benutze die den inneren Knoten zugeordneten Schlissel, um den
Schllssel x zu lokalisieren.

Es gentigen Tiefe(T) + 1 < log, %5 + 2 Speicherzugriffe.

@ Zum Beispiel: Wéahle a als ein Megabyte und n als ein Terabyte.
Also

a=108und ns = 10'2.

@ Dann genligen weniger als log;gs 10'2 + 2 Zugriffe und damit
reichen drei Speicherzugriffe.

@ Wenn n ein Petabyte (ns = 10'%) ist, dann reichen vier Zugriffe.
Dasselbe gilt sogar fiir ein Exabyte (ns = 10'8).

Far die lookup Operation in einem (a, b)-Baum mit ns Schlisseln
genlgen weniger als log, "551 + 2 Speicherzugriffe. J
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Insert(x)

Zuerst suche nach x.

@ Wenn x gefunden wird, dann tberschreibe den Info-Teil,
ansonsten endet die Suche in einem Blatt v.

© Fulge x in die sortierte Folge der Schllssel von v ein.

@ Fall 1: v hat jetzt héchstens b — 1 Schlissel.
Wir sind fertig, da die (&, b)-Eigenschaft erfillt ist.
@ Fall 2: v hat jetzt b Schlissel x; < ... < Xp:
Die (a, b)-Eigenschaft ist verletzt.
» Ersetze v durch zwei Knoten vjs (mit den Schliisseln
Xt, ... X1by2]—1) UNd Vrecnrs (Mit den Schlisseln Xpp 2111, - - ., Xp).
» Esist2a—1<b. Alsoa—1< |2 —-1=1581-1<|2):
Viinks, Vrechts besitzen die notwendige Mindestzahl von Schllsseln.

» Der Schllssel x,/21 unterscheidet zwischen Viinks und Vyecnes-
Flge xpp,/27 rekursiv im Elternknoten von v ein.
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Wann erhght sich die Tiefe des (a, b)-Baums?

@ Wir figen zuerst in einem Blatt ein,

» spalten dann ggf. die Schliissel unter zwei neuen Knoten auf und
» flgen rekursiv einen trennenden Knoten beim Elternknoten ein.

@ Wenn die Wurzel bereits b — 1 SchllUssel speichert und einen
trennenden Schliissel zusatzlich erhalt, dann
» muss sie in zwei Knoten aufgespalten werden.

» Der trennende Schllssel der beiden neuen Knoten wird zum
einzigen Schllssel der neuen Wurzel.

* Wir haben erlaubt, dass die Wurzel zwei oder mehr Kinder hat,
um diesen Fall abzufangen.

@ Auch der Grund fir die Bedingung2-a — 1 < b ist klar:

» Die Aufspaltung eines Knotens mit b Schlisseln
in zwei Knoten mit legaler Schliisselzahl muss mdglich sein.
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Zuerst mussen wir nach x suchen.
@ Angenommen wir finden x in dem inneren Knoten v:

» Wir suchen den kleinsten Schllissel y mit x < y.
» y befindet sich im linkesten Blatt ¢ des entsprechenden Teilbaums
von v. Wir ersetzen den Schlissel x in v durch y.

@ Setze v = ¢ und entferne x: Das Blatt v verliert einen Schllissel.

@ Fall 1: v hat jetzt mindestens a — 1 Schllssel.
Wir sind fertig, da die (a, b)-Eigenschaft erfullt ist.
@ Fall 2: v hat jetzt a — 2 SchlUssel.
@ Zuerst begibt sich Knoten v auf ,Schliisselklau“ und stiebitzt,
wenn mdglich, einen Schlissel von seinem Elternknoten.
@ Sollte dies nicht maglich sein,
wird v mit einem Geschwisterknoten fusioniert.
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Schlisselklau und Fusion

Der Knoten v habe die Schlissel x; < - < X5_5. J

@ Fall 2.1: Der linke oder rechte Geschwisterknoten hat mindestens

a Schllssel.
» Der linke Geschwisterknoten v/ habe z.B. die Schllssel

Vi< <VYa1<--<Yg.
» Der Schllssel z des Elternknotens trenne v’ und v, also
Y < Z < Xq.
@ v Klaut z und hat damit a — 1 Schliissel.
@ Schlussel z wird durch Schliissel y ersetzt. Fertig!

@ Fall 2.2: Beide Geschwisterknoten besitzen nur a — 1 Schliissel.

» Der linke Geschwisterknoten v’/ hat die a — 1 Schliissel
y1 < -+ < ¥a_1. Verschmelze v/ und v.
» Der bisher trennende SchlUssel z des Elternknotens ist einzufligen
0 Der fusionierte Knotenhata—1+a—-2+1=2a-2<b-1
Schlissel und die Héchstanzahl wird nicht lberschritten.
@ Der Schliissel z ist rekursiv aus dem Elternknoten zu entfernen.
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Schlisselklau fiir innere Knoten

Angenommen wir haben die Remove-Operation rekursiv ausgefihrt
und haben einen inneren Knoten v erreicht. J

@ v habe einen Schlissel durch Verschmelzung zweier Kinder
verloren.

@ Ein Geschwisterknoten von v speichere mindestens a Kinder.

Das Ergebnis des Schliisselklaus fir 2-3 Baume:

Martin Hoefer
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Beispiel (3, 5)-Baum

(15| [ | [s]w|1]15] |23]24[as] | |76]s2|09] |
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Zusammenfassung fur (a, b)-Baume

Sei T ein (a, b)-Baum. Dann genligen

« Tiefe(T) + 1 Speicherzugriffe fir eine lookup-Operation,

« 2. (Tiefe(T) + 1) Speicherzugriffe fur eine insert-Operation

« 5. (Tiefe(T) + 1) Speicherzugriffe fir eine remove-Operation.
Beachte, dass Tiefe (T) < Ioga(nk2_1 ) + 1 fir Baume mit n, Knoten giIt.J

@ Lookup: Der Weg von der Wurzel zu einem Blatt besteht aus
Tiefe(T) + 1 Knoten.
@ Insert: Die Knoten des Suchpfads werden zuerst gelesen und,
wenn zu grof3, aufgespalten.
@ Remove: Tiefe(T) + 1 Zugriffe gentigen auf dem Weg nach unten
und bis zu 4 Tiefe(T) + 1 Zugriffe zurlck auf dem Weg nach oben,
» namlich das Schreiben des Knotens,

» das Lesen von zwei Geschwisterknoten und
» das Schreiben eines Geschwisterknotens.
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Die Bitvektor-Datenstruktur

Das Worterbuchproblem wird einfacher, wenn die Menge U der
maoglicherweise einzufligenden Daten in den Hauptspeicher passt. J

@ Benutze die Bitvektor-Datenstruktur:
In einem booleschen Array wird fUr jedes Element u € U in der
Zelle f(u) vermerkt, ob u prasent ist.
Bis auf die Berechnung von f(u) gelingt damit die Ausfihrung
einer lookup-, insert- oder remove-Operation in konstanter Zeit!

@ Selbst bei einem kleinen Universum U ist aber die Bestimmung
einer geeigneten Funktion f méglicherweise schwierig.

@ Zudem ist in praktischen Anwendungen im Allgemeinen das
Universum der mdglichen Schlissel zu grof3:

Wenn Nachnamen als Schllssel verwandt werden, und selbst
wenn nur Nachnamen der Lange héchstens 10 auftreten, gibt es
2610 > 210.100 > 103%.10'% = 103, also mehr als 10 Billionen
mogliche Schlussel!
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Hashing gehdrt zu den Datenstrukturen mit der schnellsten erwarteten
Laufzeit. J

@ Sei U die Menge aller méglichen Schlissel und sei m die GréBe
einer im Hauptspeicher abgespeichernten Hashtabelle.
@ Eine Funktion
h:U—{0,1,...m—1}

heiBt eine Hashfunktion.
@ Zum Beispiel kdnnen wir insert (x, info) implementieren, indem wir
» h(x) = i berechnen und
» (x,info) in Zelle i der Tabelle eintragen.
Aber was passiert bei einer Kollision, wenn also Zelle i bereits
besetzt ist?

Wir beschreiben zwei Hashing-Verfahren,
Hashing mit Verkettung und Hashing mit offener Adressierung. J
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Hashing mit Verkettung
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Hashing mit Verkettung

Fur jede Zelle i wird eine anfanglich leere Liste angelegt.
@ Jede Liste wird sortiert gehalten.
@ Fur lookup(x): Durchlaufe die Liste von h(x).

@ FuUr insert(x) und remove(x): Fuhre die insert- und
remove-Operation flr einfach-verkettete Listen aus.

v

Beispiel: Wahle h(x) = (x mod 11) als Hashfunktion. Die Operationen
insert(59), insert(18) und insert(125) fihren auf die Tabelle

4 4
7 [F— 83—

lookup (26) bendtigt nur einen Suchschritt: Schllissel 59 wird gefunden
und es wird geschlossen, dass 26 nicht prasent ist.
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Hashfunktionen
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Die Wahl der Hashfunktion

Jeder Schllssel x wird als Binarzahl dargestellt.
Wir kdnnen also annehmen, dass x eine natlrliche Zahl ist. J

@ Eine beliebte und gute Wahl ist h(x) = x mod m.

» h(x) kann schnell berechnet werden,
» aber die Wahl von m ist kritisch!

@ Wenn m eine Zweierpotenz ist und wenn die Schllssel
Zeichenketten sind, dann werden alle Zeichenketten mit gleicher
Endung auf dieselbe Zelle gehasht.

» Haufig auftretende Endungen provozieren viele Kollisionen und
damit lange Listen.
» Die Bearbeitungszeit der einzelnen Operationen wachst!

Wabhle stattdessen Primzahlen mit groBem Abstand zur nachsten
Zweierpotenz. J
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Hashing mit offener Adressierung,
wir hashen direkt in die Hashtabelle
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Hashing mit offener Adressierung

Wir arbeiten mit einer Folge
ho, acog hm—q1: U — {0, ooog ] = 1}

von Hashfunktionen. Setze i = 0.
(1) Wenn die Zelle h;(x) frei ist, dann fuge x in Zelle h;(x) ein.
(2) Ansonsten setze i =i+ 1 und gehe zu Schritt (1).

Die Anzahl der Fehlversuche ,sollte” ansteigen, wenn die
Hashtabelle voll wird. Was ist in einem solchen Fall zu tun?
» Sobald die Tabelle mindestens halb voll ist, dann lade die Tabelle in
eine doppelt so groBe Tabelle.
» Die Zeit fir die Reorganisation wird durch die schnellere
Bearbeitung der Operationen amortisiert.

Wie sollen die einzelnen Operationen implementiert werden? J
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Implementierung von Lookup, Insert und Remove

@ lookup und insert lassen sich fiir jede Folge von Hashfunktionen
leicht implementieren.

@ Kopfzerbrechen bereitet remove: Wird nach Einflgen des
Schllssels x in Zelle hy(x) der Schllssel in Zelle hy(x) entfernt,
dann hat die Operation lookup (x) ein Problem.

» Ist x nicht da, weil Zelle hy(x) leer ist oder ist weiterzusuchen?

» Bringe eine ,entfernt” Markierung nach Léschen des Schllssels in
Zelle hy(x) an.

» Die erwartete Laufzeit einer erfolglosen Suche wird anwachsen.

Vermeide Hashing mit offener Adressierung, wenn viele Daten entfernt
werden. J

9. Juli 2019 59/76

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 3



Hashing mit offener Adressierung:
Welche Hashfunktionen?
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Lineares Austesten

In der Methode des linearen Austestens wird die Folge
hi(x) = (x +i) mod m

benutzt: Also wird die jeweils nachste Zelle untersucht.

+ Fir jeden Schliissel x wird jede Zelle in der Folge
ho(x), ..., hm_1(x) ,getestet®.
- Lineares Austesten fUhrt zur Klumpenbildung.
» Angenommen, die Daten besetzen ein Intervall {i,i+1,...,j—1,j}
von Zellen.

» Wenn ein weiterer Schlissel x mit ho(x) € {i,+1,...,j—1,j}
eingeflgt wird, dann wird x am Ende des Intervalls eingefliigt.

* Das Intervall wachst und dementsprechend steigt der Aufwand fiir die
einzelnen Operationen.
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Lineares Austesten demogr.

Betrachte lineares Austesten mit Hashfunktion h;j(x) = (x + i) mod 7.
Sei die Hashtabelle H[0..6] belegt mit den drei Eintragen

H[3] =16, H[4 =10 und H[2] = 23.

In welcher Reihenfolge wurden die Zahlen eingefiigt?
e (1) 16,10,23

e (2) 16,23,10
e (3) 10,16,23
o (4) 10,23,16
e (5) 23,10, 16
e (6) 23,16,10

Aufldésung: (6) 23,16,10
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Doppeltes Hashing

Wir benutzen zwei Hashfunktionen f und g und verwenden die Folge

hi(x) = (f(x) +i-g(x)) mod m.

@ Die Klumpenbildung wird vermieden.
@ Man erhalt gute Ergebnisse bereits fir

f(x) =xmodm und ¢g(x)=m"—(x mod m").

» Wahle m als Primzahl und fordere m* < m.
» g(x) ist stets von Null verschieden. Wenn

hi(x) = f(x) +i-g(x) mod m = f(x) + /- g(x) mod m = h;(x),
dann (i —j) - g(x) = 0 mod m. Also folgt i = j.

Im doppelten Hashing werden alle Zellen getestet. ]
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Wie schnell ist Hashing mit Verkettung?
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Wie schnell ist Hashing mit Verkettung?

Annahme: Es befinden sich n Schllissel in einer Tabelle mit m
Schlisseln.
Wir sagen, dass A = - der Auslastungsfaktor der Tabelle ist.

Wie schnell wird eine insert(x), remove(x) oder lookup(x)
Operation ausgeftihrt?
» Bestenfalls ist die Liste flir h(x) = i leer und wir erreichen eine
konstante Laufzeit.
» Schlimmstenfalls sind alle n Schliiissel auf die Liste von i verteilt
und die worst-case Laufzeit ©(n) folgt.

Weder best-case noch worst-case Laufzeit scheinen verlassliche
Voraussagen der tatsachlichen Laufzeit zu sein. Die Vorbelegung der
Tabelle spielt eine Rolle!
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Laufzeit Hashing mit Verkettung demogr

Flr h(x) = x mod 7 seien vier Eintrdge in der Tabelle gespeichert.
Nun wird Schlissel 8 eingefiigt.

Welche Vorbelegung ergibt fir Schllssel 8 die gréBte Einfligezeit?
e (1) 0246
° (2) 0,16,24,32
e (3) 1,3,15,17

Auflésung: (3)

Wir sollten die erwartete Laufzeit betrachten.

Martin Hoefer
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Die erwartete Laufzeit

Wir machen die folgenden Annahmen:
@ jedes Element x € U hat die Wahrscheinlichkeit |1ﬁ|
als Operand in einer Operation aufzutreten.
@ Die Hashfunktion h streut die Schlissel regelméBig,
dh. [{x e U| h(x)=i}| € {L%J, {%1} gilt fiir jedes /.

@ Die Hashfunktion h(x) = (x mod m) erflillt die Streubedingung.
@ Die Wahrscheinlichkeit p;, dass ein zufallig gezogener Schlissel

auf die Zelle i gehasht wird, ist h6chstens
(W B 4

P < <
P T

Die erwartete Lange der Liste fir Zelle i ist p; - n. J
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Die erwartete Laufzeit

Die erwartete Lange L einer beliebigen Liste ist

—1

3

erwartete Lange der Liste von Zelle i
m

mz =n/m=\.
i=0

N

3
L

©
3

I
3
3\:
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Hashing mit Verkettung: Zusammenfassung

@ Die erwartete Lange einer Liste flir Hashing mit Verkettung stimmt
mit dem Auslastungsfaktor A tberein.

@ Die erwartete Laufzeit einer insert-, remove- oder
lookup-Operation ist héchstens O(1) + A
Werte die Hashfunktion aus und durchlaufe die Liste.

+ Hashing mit Verkettung ist ein hochgradig praxis-taugliches
Verfahren.

- Aber, durch die Verwendung von Listen, und damit durch die
Verwendung von Zeigern, ersteht zusatzlicher Speicherbedarf.
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Wie schnell ist Hashing mit offener Adressierung?
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Die erwartete Laufzeit einer erfolglosen Suche  (1/2)

Die Annahmen:

@ Jeder Schlissel x € U tritt mit Wahrscheinlichkeit ﬁ als Operand
einer Operation auf.

@ Furjedes x € U ist die Folge

(Ho(X), Bt (X), v i1 (X)) = s

eine Permutation von {0,1,....m— 1} und

@ jede Permutation my tritt fiir ‘U‘ Schlissel x € U auf.

Wie lange mussen wir auf einen Erfolg, eine freie Zelle, warten?
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Die erwartete Laufzeit einer erfolglosen Suche  (2/2)

Man stelle sich vor, dass wir einen Schlussel zufallig ziehen. Nach der
Annahme ist jede Permutation getesteter Zellen gleichwahrscheinlich. J

@ Der Auslastungsfaktor ist \.

@ Die Wahrscheinlichkeit im 1. Versuch eine freie Zelle zu finden ist
1 — A und steigt sogar in nachfolgenden Versuchen an, da bereits
getestete aber besetzte Zellen nicht mehr getestet werden.

@ Wie lange mussen wir auf einen Erfolg warten, wenn die
Erfolgswahrscheinlichkeit eines einzigen Versuchs mindestens
p=1-—\ist?

» Mit Wahrscheinlichkeit héchstens (1 — p)* - p werden genau
k + 1 Versuche bendtigt.
» Die erwartete Zeit bis zum ersten Erfolg betragt héchstens

Sheolk+1)-(1=p)-p=1.

p=1-X = Die erwartete Anzahl getesteter Zellen ist T = . ]
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Hashing mit offener Adressierung: Zusammenfassung

Der Auslastungsfaktor sei \.

Zur Erinnerung: Hashing mit Verkettung besitzt fiir alle Operationen
eine erwartete Laufzeit von hochstens O(1) + A.

@ Wegen der Klumpenbildung des linearen Austestens werden im
Durchschnitt § - (1 + UJ—A)Z) Zellen getestet. Allerdings ist lineares
Austesten ,cache-freundlich®.

@ Die erwartete Laufzeit einer erfolglosen Suche fir doppeltes
Hashing ist hchstens .

» Der Auslastungsfaktor fiir das lineare Austesten oder das doppelte
Hashing sollte nicht zu grof3 werden:
» Lade in eine doppelt so groB3e Tabelle um, wenn A > 1/2.
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Worterblcher: Wann welche Datenstruktur?

Martin Hoefer Datenstrukturen — Kapitel 3 9. Juli 2019



Datenstrukturen fur Worterbilicher

@ Listen:

- Die Lookup-Operation dauert viel zu lange!

+ Wichtige Einsatzgebiete sind z.B. ,Adjazenzlisten flr Graphen®.

+ Passen sich ideal der Gré3e der Datenmenge an wie etwa im Fall
der ,Darstellung diinnbesetzter Matrizen®.

©@ Binare Suchbaume:
+ Gute erwartete Laufzeit.
+ Ermdglicht die Binarsuche und ist ,Ausgangspunkt® fir AVL-Baume.
- Schlechte worst-case Laufzeit und relativ viel Speicherplatz.
© AVL-Baume:
+ Die worst-case Laufzeit ist logarithmisch.
- Relativ viel Speicherplatz notwendig fiir
Zeiger und Balance-Information.
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Datenstrukturen far Worterbtcher: Die Champions

@ Hashing mit Verkettung:
+ hat die sehr schnelle erwartete Laufzeit O(1) + A,
- aber verlangt relativ viel Speicher.
+/- Die worst-case Laufzeit ist schlecht, aber
gutes Verhalten in praktischen Anwendungen.
© Hashing mit offener Adressierung:
+ ist mit erwarteter Laufzeit O(1/(1 — \)
etwas langsamer als Hashing mit Verkettung,
- aber der Auslastungsfaktor A muss klein sein!
+/- Sehr ,speicherplatz-freundlich”, mit schlechter worst-case Laufzeit,
aber guter Leistung fir kleine .
@ (a,b)-Baume:
+ Unschlagbar in Anwendungen fiir langsame Speicher,
- werden aber von Hashing und AVL-B&dumen ,geschlagen®,
wenn die Daten in einen schnellen Speicher passen.
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