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Kapitel 1

Einfiihrung

Die folgenden Quellen ergéinzen und vertiefen das Skript:
- Fiir das Kapitel iiber randomisierte Algorithmen die Textbiicher [ML] und [MR].
- Fiir das Gebiet der on-line Algorithmen das Textbuch [BE]

Der erste Teil des Skripts behandelt den Entwurf und die Analyse randomisierter Algorith-
men, wobei besonders Entwurfsmethoden und Random Walks betont werden. Markoff-Ketten
helfen in der Durchfiihrung von Stichproben und besitzen vielfiltige Anwendungen, wie etwa
Simulated Annealing, eine speicherplatz-effiziente Suche in ungerichteten Graphen, Pageran-
king in der Suchmaschine Google und die Volumenbestimmung konvexer Mengen.

On-line Algorithmen werden im zweiten Teil des Skipts behandelt. On-line Algorithmen
spielen aufgrund der zunehmenden Interaktivitéit eine immer wesentlichere Rolle, und gerade
hier finden sich wichtige Anwendungen randomisierter Algorithmen. Wir beginnen mit den
fiir die Analyse wichtigen Grundlagen.

1.1 Wichtige Ungleichungen
Im Folgenden werden wir die Ungleichung von Cauchy-Schwartz benutzen.

Lemma 1.1 FEs seien x und y Vektoren im R™. Dann gilt

(@,y) < [zl - [lyll-

Beweis: Wir betrachten das innere Produkt (u,v) von zwei Vektoren u und v der Norm
1. Der Wert des inneren Produkts stimmt mit dem Kosinus des Winkels zwischen « und v
iiberein und ist deshalb durch 1 nach oben beschrinkt. Also folgt die Behauptung, wenn wir
u durch ﬁ und v durch H%H ersetzen. O

Wir bendétigen auch eine Abschétzung von 1 — x durch die e-Funktion.
Lemma 1.2 Fiir jedes x > —1 gilt
ez/(lJrz) <1+z<eés

Weiterhin gilt 1 + x < €* fiir alle x € R.
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Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall > 0. Der natiirliche Logarithmus ist eine konkave
Funktion, und deshalb ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (1,0) and (142, In(142))
nach unten durch die Steigung 1/(1 + z) der Tangente in (1 + z,In(1 4+ z)) und nach oben
durch die Steigung 1 der Tangente in (1,0) beschrinkt. Wir erhalten deshalb die Ungleichung

1 < In(l1+z)—1In(l) In(l+z)

= <1 1.1
1+~ (1+2)-1 x - (L.1)

oder dquivalent
: f—:ﬂ <Iln(l+4z) <=z (1.2)

Die erste Behauptung folgt also fiir > 0 durch Exponentieren. Fiir = €] — 1,0] miissen wir
nur beobachten, dass diesmal die Ungleichung
1< In(1+ z) —In(1) < 1
= (142 -1 ~ 1+

(1.3)

gilt: Das Argument ist analog zum Beweis der Ungleichung (1.2). Wir erhalten wieder Un-
gleichung (1.2), wenn wir (1.3) mit der negativen Zahl x multiplizieren.

Aber damit erhalten wir auch 14 x < e® fiir alle reellen Zahlen, da 1 4 z nicht-positiv fiir
x < —1 ist und e® immer positiv ist. O

Die néchste Ungleichung ist fiir die Abschétzung von Binomialkoeffizienten wichtig. Sie folgt
aus der Stirling Formel

m:m.(gy.(HLm(l)).

12-n n2

(b) =< (5"

1.2 Grundlagen aus der Stochastik

Lemma 1.3 FEs ist

Definition 1.4 Sei U eine endliche Menge.

(a) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber U ist eine Funktion 7 : U — [0, 1], so dass
ZueU W(u) =1

(b) Die Elemente von U heiflen Elementarereignisse, Teilmengen von U heiflen Ereignisse.
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses V' C U wird durch

prob[V] = Z m(u)
ueV
definiert.

(c) Es seien V; und V, zwei Ereignisse. Dann ist

prob[V; N V3]
b = - =
prob[ Vi | V2] prob[ V3]

die bedingte Wahrscheinlichkeit von V; beziiglich Vs.
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(d) Eine Zufallsvariable iiber U ist eine Funktion X : U — R. Der Erwartungswert von X
wird durch

und die Varianz durch

definiert.

Beispiel 1.1 Die Gleichverteilung oder uniforme Verteilung auf U weist jedem Ele-
mentarereignis u € U die Wahrscheinlichkeit %U‘ ZU.

Wir werfen eine Miinze n-mal und definieren die Zufallsvariable X als die Anzahl der
Versuche mit Ausgang Wappen. (X ist also iiber U = {Wappen, Zahl}" definiert.) Wenn p

die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen ist, dann ist

pr =prob[ X = k] = <Z> b (1= )k

p = (po,...,pn) ist die Binomialverteilung mit den Parametern n und p. Beachte, dass
E[X]=n-pundV[X]=n-p-(1—-p).

Wir werfen solange eine Miinze, bis wir den Ausgang Wappen erhalten. Die Zufallsva-
riable X halte diese Anzahl der Versuche fest. (Die Zufallsvariable ist iiber U = { Zahl" -
Wappen | n € N} definiert. Diesmal sind also abzéhlbar unendlich viele Elementarereignisse
gegeben.) Wenn p wiederum die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen ist, dann ist

pr=prob[ X =k]=(1-p)* ' p.
p = (po,...) ist eine geometrische Verteilung. Beachte, dass
1

E[X] sz"(l—p)’“‘l-pzp
k=1

Aufgabe 1
Uns steht eine stochastische Zufallsquelle zur Verfiigung, die das Bit 0 (bzw. 1) mit Wahrscheinlichkeit %
ausgibt.

- Gegeben ist eine Zielverteilung (pi,...,pn). Entwirf einen Algorithmus, der mit Wahrscheinlichkeit
pi den Wert 4 ausgibt und dazu in der Erwartung nur O(log(n)) Bits aus der Zufallsquelle bendotigt.
Beachte, dass p1, ..., pn beliebige reelle Zahlen sind.

- Bestimme die worst-case Zahl von Zufallsbits, mit der das obige Problem fiir p1 = p2 = p3 = % gelost
werden kann.

Aufgabe 2

Wir spielen ein Spiel gegen einen Gegner. Der Gegner denkt sich zwei Zahlen aus und schreibt sie fiir uns nicht
sichtbar auf je einen Zettel. Wir wahlen zufillig einen Zettel und lesen die darauf stehende Zahl. Sodann haben
wir die Moglichkeit, diese Zahl zu behalten oder sie gegen die uns unbekannt gebliebene Zahl zu tauschen. Sei
z die Zahl, die wir am Ende haben, und y die andere. Dann ist unser (méglicherweise negativer) Gewinn = —y.

- Wir betrachten Strategien S: der Form ,Gib Zahlen < t zuriick und behalte diejenigen > t“. Analysiere
den Erwartungswert Eg ,(Gewinn(St)) des Gewinns dieser Strategie in Abhingigkeit von ¢,z und y.

- Gib eine randomisierte Strategie an, die fiir beliebige x # y einen positiven erwarteten Gewinn fiir uns
aufweist.
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Beispiel 1.2 Das Sekretir Problem.

Wir mochten eine Stelle mit einem mdoglichst kompetenten Bewerber besetzen. Wir haben
allerdings ein Problem: Wann immer sich ein Bewerber vorstellt, miissen wir am Ende des
Bewerbungsgespriichs dem Bewerber absagen oder aber zusagen (und damit den Bewerbungs-
prozess beenden). Gibt es eine Strategie, die es uns erlaubt mit guter Wahrscheinlichkeit die
beste Bewerbung auszuwéhlen?

Im allgemeinen Fall ist die Antwort sicherlich negativ: Wenn die erste Bewerbung bereits
die beste ist, dann wird es uns schwerfallen sofort ,zuzuschlagen“, da ja noch viele ande-
re, moglicherweise bessere Bewerbungen anstehen. Erstaunlicherweise ist die Antwort aber
positiv, wenn wir fordern, dass

e die Zahl n der Bewerber von vornherein bekannt ist und
e dass die Bewerber in zufilliger Reihenfolge zum Bewerbungsgesprich erscheinen.

n Bewerber Bj,..., B, werden also eingeladen und ihre Reihenfolge m wird zufillig nach
der Gleichverteilung ausgewiirfelt. Nach dem Gesprich mit Bewerber B; vergeben wir eine
Note N;. Wie kéonnen wir einen Bewerber mit hochster Note INV; auswéihlen, obwohl wir nach
jedem Gesprich zu- oder absagen miissen? Wir betrachten die folgende Strategie fiir einen
Parameter r mit 1 <r <n:

(1) Wir sagen den ersten r Bewerbern ab, bestimmen aber die Héchstnote N, die von einem
dieser Bewerber erreicht wird.

(2) Wir sagen dem ersten verbleibenden Bewerber zu, der mindestens mit N benotet wird.
Wird die Hochstnote nicht mehr erreicht, dann miissen wir dem letzten Bewerber zusa-
gen.

Wie gut ist diese Strategie und insbesondere, wie sollte r gewiahlt werden? Wir nehmen an,
dass der beste Bewerber an Position opt erscheint. Wenn opt < r, dann haben wir verloren,
denn wir haben dem besten Bewerber abgesagt.

Nehmen wir also an, dass opt > r gilt, und der beste Bewerber bleibt also im Rennen.
Beachte, dass wir genau dann erfolgreich sind, wenn der zweitbeste unter den ersten opt
Bewerbern zu den ersten r Bewerbern gehort, also automatisch abgewiesen wird. Warum?

- Wenn der zweitbeste zu den ersten » Bewerbern gehort, der beste aber nicht, dann wird
unsere Strategie den besten Bewerber auswéhlen.

- Wenn der zweitbeste nicht zu den ersten r Bewerbern geh¢rt, dann wird unsere Stra-
tegie den Bewerbungsprozess vor dem besten Bewerber abbrechen, denn der zweitbeste
erscheint ja vor Position opt.

Der zweitbeste kann an jeder der opt—1 Positionen erscheinen. Wenn also opt > r gilt, dann
erscheint der zweitbeste mit Wahrscheinlichkeit r/(opt — 1) unter den ersten r Bewerbern
und damit ist 7/(opt — 1) die Erfolgswahrscheinlichkeit unserer Strategie. Der beste Bewerber
erscheint mit Wahrscheinlichkeit 1/n auf irgendeiner fixierten Position und die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p unserer Strategie ist

1 T
p= Z n opt—1
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Wir approximieren die Summe durch das entsprechende Integral und erhalten

1 r r o1 r r r
- = ~2. [ Zde=".(n(m) -I@) =-L m).
D / v =" (inn) ~In(r)) = = - (")

opt=r—+1

Um die Erfolgswahrscheinlichkeit zu maximieren, miissen r so bestimmen, dass

maximiert wird. Alternativ miissen wir das Maximum von g(x) = —z-In(z) iiber dem Intervall
[0, 1] maximieren. Wir differenzieren und erhalten

g'(z) = —In(z) — - i = —In(z) — 1.

Wenn wir ¢'(z) = 0 fordern, werden wir auf
In(z) = -1
und damit auf x = 1/e gefiihrt.

Satz 1.5 Betrachte die Strategie, die die ersten v = n/e Bewerber ablehnt und den ersten
Bewerber akzeptiert, dessen Note mindestens so hoch ist wie die der ersten r Bewerber. Dann
wird der beste Bewerber mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefdihr é bestimmt.

Als Néchstes beschreiben wir das ,,Monty Hall Problem*. In einer Game Show ist hinter
einer von drei Tiren ein Preis verborgen. Ein Zuschauer rét eine der drei Tiiren und der
Showmaster Monty Hall wird daraufhin eine weitere Tir 6ffnen, hinter der sich aber kein
Preis verbirgt. Der Zuschauer erhilt jetzt die Moglichkeit, seine Wahl zu &dndern. Sollte er
dies tun? Wir betrachten die Ereignisse

- P;, dass sich der Preis hinter Tiir ¢ befindet,
- Z;, dass der Zuschauer zuerst Tiir ¢ wahlt und
- M;, dass Monty Hall Tiir ¢ nach der ersten Wahl des Zuschauers 6ffnet.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass der Zuschauer zuerst Tiir 1 wahlt und dass Monty Hall
daraufthin Tiir 2 6ffnet; desweiteren nehmen wir an, dass der Zuschauer wie auch Monty
Hall seine Wahl jeweils nach der Gleichverteilung trifft. Wir miissen die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten prob[ P, | Z;, My | und prob[ Ps | Z1, My | berechnen und beachten, dass
prob[ Py | Z1, My |+ prob| Py | Z1, Ms ] = 1 gilt, denn der Preis befindet sich nicht hinter der
geoffneten Tiir 2. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten ist

prob[ Py | Z1, My | - prob| Z1, Ms] = prob[ Z1, My | Py | - prob| P; | und
pI‘Ob[ P3 | Zl,MQ ] . pI‘Ob[ Zl,MQ] = pI‘Ob[ Zl,MQ | P3 ] . pI‘Ob[ P3 ]

Wir bestimmen jeweils die rechten Seiten und erhalten

prob[ Py | Z1, My ] -prob[ Z1, Ms] = (5 - =) - =
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denn Monty Hall kann die Tiiren 2 und 3 6ffnen. Andererseits ist

1 1
prob[ P3 ‘ Zl,Mg ] . pI‘Ob[ Zl,Mg] = (g . 1) . g,

denn Monty Hall kann nur Tiir 2 6ffnen. Also ist
prob[ P3| Z1, My | - prob| Z1, My] = 2 - prob[ Py | Z1, My | - prob| Zy, Mo)]

und wir erhalten prob| Ps | Z1, My | = % und prob[ Py | Z1, My | = %: Der Zuschauer sollte
seine Wahl stets éndern!

Eine kompaktere Argumentation ist wie folgt: Sei W die Zufallsvariable, die die erste
Wahl des Zuschauers beschreibt und sei T' die Zufallsvariable, die die richtige Tiir beschreibt.
Dann findet die Anderungsstrategie genau dann die richtige Tiir, wenn W und T unterschied-
liche Werte annehmen und dieses Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit % Fazit: Mit hoherer
Wahrscheinlichkeit war die erste Wahl schlecht und wird durch die verénderte Wahl richtig.

Definition 1.6 Zufallsvariablen X7,..., X, heiflen unabhingig genau dann, wenn fiir alle
Ti,...,Tp ER

prob[ X1 =x1 A+ AN X, =z, | =11 prob] X; = x; |.

Die Zufallsvariablen X7,...,X,, heilen k-fach unabhingig, wenn X; ,...,X;,, fiir jede Teil-
menge {i1,...,it} C {1,...,n} von k Elementen, unabhéngig sind.

Beachte, dass wiederholte Experimente unabhéngigen Zufallsvariablen entsprechen. Unabhéngi-
ge Zufallsvariablen Xi,..., X, sind k-fach unabhéngig fiir jedes k < n. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht.

Aufgabe 3
Konstruiere Zufallsvariablen X1, X2, X3, die 2-fach unabhéngig, aber nicht unabhéngig sind.

Aufgabe 4

Eine stochastische Zufallsquelle liefert Nullen und Einsen, wobei jedes Zeichen unabhéngig von der Vorgeschich-
te ist und die Wahrscheinlichkeit fiir eine Eins konstant p ist. Wir haben Zugang zu einer solchen Zufallsquelle
@, kennen aber die Wahrscheinlichkeit p nicht. Unsere Aufgabe ist es aus dieser Zufallsquelle eine stochastische
Zufallsquelle zu konstruieren, die eine 1 mit Wahrscheinlichkeit % erzeugt. Wir erhalten also den Ausgabestrom
von ) und miissen aus den Bits neue Zufallsbits generieren. Dabei soll die erwartete Zahl der zwischen zwei
neu generierten Bits verarbeiteten Zeichen aus Q den Wert m nicht {iberschreiten.

Wie kann diese Konstruktion gelingen?
Hinweis: Betrachte zwei aufeinanderfolgende Bits von Q.

Beispiel 1.3 Bestimmung des durchschnittlichen Gehalts ohne das eigene Gehalt
preiszugeben.

n Personen 1,...,n wollen ihr durchschnittliche Gehalt berechnen, aber keiner méchte dabei
sein eigenes Gehalt mitteilen. Wenn alle Personen ehrlich sind, dann ist das durchschnittliche
Gehalt korrekt zu bestimmen; wenn hingegen irgendwelche k£ Personen unehrlich sind, dann
sollten sie nicht mehr als die Summe der Gehélter der restlichen n — k Personen in Erfahrung
bringen kénnen.

Algorithmus 1.7 Ein Protokoll
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(1) M sei eine Zahl, von der bekannt ist, dass M grofler als die Summe der Gehélter ist.

Jede Person ¢ wéhlt zufalhg Zahlen Xi,h R 7Xi,i—17 Xi,i+17 - Xi,n S {0, e, M — 1}
und gibt X; ; an Person j weiter.

(2) Wenn G; das Gehalt von Person i ist, dann berechnet 7 die Restklasse
n n
S; = G; + Z Xj,z‘ — Z Xi,j mod M.
JJF JyF
Schliellich wird S; bekannt gegeben.
(3) Jede Person 4 gibt S; bekannt und berechnet dann ), S; mod M.
Kommentar: Wenn alle Personen ehrlich sind, dann ist

> S mod M = ZG + Z — Zn: X;jmod M=> Gimod M=) G,

1,7, 7#1 i,5,J7#1

Also ist & - >_;5; das gewiinschte durchschnittliche Gehalt.

Warum ist dieses Protokoll sicher? Angenommen die letzten k Personen sind Betriiger. Wir
setzen Sf = G; + > 1_ 1 i X — 2 1 i Xi,j mod M. Eine ehrliche Person ¢ veréffentlicht

Si = Sz* + Z Xjﬂ' - Zn: XiJ' mod M.

j=n—k+1 j=n—k+1
Beachte, dass Z?;lk Sk = Z?;lk G;.
Aufgabe 5
Zeige: Jede Wertekombination (s3,...,sn_j) der Zufallsvariablen S3,...,S_, wird mit Wahrscheinlichkeit

M~k qusgegeben. Also sind die Zufallsvariablen S3,...,S%_, unabhingig.

Als Konsequenz der Ubungsaufgabe sind die Zufallsvariablen S3,...,5,_, unabhingig und

n

gleichverteilt in {0, ..., M —1}. Man mache sich klar, dass diese Aussage auch fiir So, ..., S,k
gilt und die Betriiger lernen nichts, da jede Folge von n — k — 1 Werten mit Wahrscheinlich-
keit W auftritt. Nur durch die Hinzunahme von S7 kénnen die Betriiger mit Hilfe der

Beziehung Z?;lk SF = Z?;lk G; das Gesamtgehalt der ehrlichen Personen bestimmen.

1

Lemma 1.8 Seien X und Y Zufallsvariablen.

(a) Es ist stets E]| X +Y | = E[X]| + E[Y]. Wenn X und Y unabhingig sind, dann gilt
E[X-Y]= E[X]- E[Y].

(b) Es ist stets V]a- X +b]=a%-V[X].
Wenn X und Y unabhingig sind, dann ist V| X +Y | =V[X |+ V[Y ]
(c) Es seien Vi und Va zwei Ereignisse. Dann ist stets
prob[ V1 U Va | < prob[Vi] + prob[Va].
Wenn Vi und Vo unabhingige Ereignisse sind, dann ist

prob| Vi N Va | = prob[V1] - prob[Va].
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Aufgabe 6
Zeige E(X -Y) = E(X) - E(Y) fiir unabhingige diskrete Zufallsvariablen X und Y.

Aufgabe 7
Wir nehmen in einem Casino an einem Spiel mit Gewinnwahrscheinlichkeit p = 1/2 teil. Wir kénnen einen
beliebigen Betrag einsetzen. Geht das Spiel zu unseren Gunsten aus, erhalten wir den Einsatz zuriick und
zusétzlich denselben Betrag aus der Bank. Endet das Spiel ungiinstig, verfillt unser Einsatz. Wir betrachten
die folgende Strategie: i:=0
REPEAT

setze 2'¢$

i:=i+1
UNTIL(ich gewinne zum ersten mal)
Bestimme den erwarteten Gewinn dieser Strategie und die erwartete notwendige Liquiditét (also den Geldbe-
trag, den man zur Verfiigung haben muss, um diese Strategie ausfithren zu kénnen).

1.2.1 Abweichungen vom Erwartungswert

Die folgenden Abschéitzungen sind besonders hilfreich, wenn Abweichungen vom Erwartungs-
wert untersucht werden.

Lemma 1.9 Sei X eine Zufallsvariable.
(a) Die Markoff-Ungleichung fiir eine Zufallsvariable X > 0 and a € Rsy:

ElX]

a

prob[ X >a ] <

(b) Die Tschebyscheff Ungleichung:

VIX]

prob[ | X — E[X]| >t] < 2

(¢) Die Chernoff Ungleichungen: Xy, ..., Xy seien unabhdngige bindre Zufallsvariablen, wo-
bei p; = prob| X; = 1] die Erfolgswahrscheinlichkeit von X; ist. Dann ist E = Zle s
die erwartete Anzahl von Erfolgen und es gilt

k B E
€ _m.R2

B
k B B 2
P3N <09 B < () <t

fir jedes >0 (bzw. 0 < B <1 im zweiten Fall).

Beweis (a): Nach Definition des Erwartungswerts ist

EX] = Z m(u) - X(u)

v
(]
A
S
b
S

uel, X (u)>a
prob[ X >a-a.

Y
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(b) Wir wenden die Markoff-Ungleichung mit a = 2 fiir die Zufallsvariable (X — E[X])? an

und erhalten
B|(X - BX)?]

t2
Offensichtlich ist | X — E[X]| > t & (X — E[X])? > t? und die Behauptung folgt, wenn wir
beachten, dass

prob| (X — E[X])* > ] <

E[(X - E[X]))*] = E[X?-2X-E[X]+E[X]*]= E[X? -2E[X]? + E[X]?
= E[X?] - EX)*=V[X].

(c) Wir zeigen nur, dass die erste Abschéitzung gilt und stellen die zweite Abschéitzung als
Ubungsaufgabe. Wir erhalten mit der Markoff-Ungleichung fiir beliebiges a > 0

k
prob| ZXi >t] = prob| T Xi 5 ot ]
=1
et E[ea-z:le Xi]

e~ TIE Ble™ .

IN

In der letzten Gleichung haben wir benutzt, dass E[Y] - Ya] = E[Y1] - E[Y2] gilt, wenn Y7 und
Y5 unabhéngige Zufallsvariablen sind. Wir ersetzen ¢ durch (1+ ) - E, o durch In(1 + 5) und
erhalten

k
prob[ 3 X > (14 8)-E] < e o(+AE 11k pleor]
=1

= (1+p)"WAE. Ik B[(1+8)Y].

Die Behauptung folgt, da E[(1+ 8)% ] =p;(1 +6) + (1 —p;) =1+ B - p; < ePPi. O

Aufgabe 8
Fir g <1 gilt stets

B -1 In(1 —B2/3
ey = A TAINATE) < 8%/

Aufgabe 9
X1,...,Xk selen unabhiéingige binédre Zufallsvariablen mit p; = prob] X; = 1 ]. Es sei E* > Efil pi. Zeige,
dass
k eﬁ E*

bl Y3 (4 E' 1< (555 <
fiir jedes B > 0 gilt.
Aufgabe 10
Zeige die zweite Chernoff Ungleichung.

Beispiel 1.4 Wir nehmen an, dass ein Zufallsexperiment X vorliegt, dessen Erwartungswert
wir experimentell messen mochten. Das Experiment ist aber instabil, d.h. die Varianz von X
ist grof.

Wir ,,boosten”, wiederholen also das Experiment k£ mal. Wenn X; das Ergebnis des iten
Experiments ist, dann setzen wir ¥ = % . Zle X; und beachten, dass die Zufallsvariablen
X1,..., X, unabhéngig sind: Es gilt also
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Wir haben die Varianz um den Faktor k gesenkt, aber den Erwartungswert unverédndert
gelassen, denn E[ Y | = E[ 1 - Zle Xi]=+- Zle E[ X ] = E[ X ]. Die Tschebyscheff
Ungleichung liefert jetzt das Ergebnis

VY] _ VIX]

prob[ |Y — E[X]| > t] =prob[ |Y — E[Y]| >t] < T e

und grofle Abweichungen vom Erwartungswert sind unwahrscheinlicher geworden.

Angenommen, wir haben erreicht, dass Y mit Wahrscheinlichkeit mindestens p = 1 — ¢
in ein , Toleranzintervall* T'= [E| X | — 6, E[ X | + 0 | féllt. Kénnen wir p ,,schnell gegen 1
treiben“? Wir wiederholen diesmal das Experiment Y und zwar m mal und erhalten wiederum
unabhéngige Zufallsvariablen Y7, ..., Y,,. Als Schitzung des Erwartungswerts geben wir jetzt
den Median M von Y7,...,Y,, aus. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass M nicht im
Toleranzintervall T liegt?

Y liegt mit Wahrscheinlichkeit mindestens p in 7. Wenn also der Median auflerhalb des
Toleranzintervalls liegt, dann liegen mindestens 5 Einzelschédtzungen auflerhalb, wihrend nur
(1 — p) - m = e - m auBerhalb liegende Einzelschétzungen zu erwarten sind. Wir wenden die
Chernoff Ungleichung an und beachten, dass (1 + 152€) - e - m = 2. Also erhalten wir mit
- i

prob| M ¢ T'] < e—e~m~52/3 _ 6—(1—2.5)2-771/(12-5)

und die Fehlerwahrscheinlichkeit fallt negativ exponentiell, falls ¢ < %

Aufgabe 11
Gegeben ist eine Menge S mit n paarweise verschiedenen Elementen. Der folgende randomisierte Algorithmus
findet das k-kleinste Element.
Eingabe: k, S.
(1) Wiébhle zufillig ein Element y aus S gemi8 der Gleichverteilung.

(2) Partitioniere S\ {y} in zwei Mengen S1 und Sa, so dass jedes Element in S1 kleiner als y ist, und jedes
Element in S> grofler als y ist.

(3) - Wenn |Si]| = k — 1, dann gib y aus.
- Wenn |S1| > k, dann S := S; und gehe zu (1).
- Ansonsten setze S := S3, k:= k —|S1] — 1 und gehe zu (1).

Zeige, dass die erwartete Laufzeit O(n) ist.
Beachte, dass die Partitionierung in (2) |S| Schritte benstigt. Wir nehmen an, dass fiir (1) ein geeigneter
Zufallsgenerator vorhanden ist, der in konstanter Zeit ein Element auswahlt.

1.2.2 Die Entropie
Wir betrachten die Entropie und die Kullback-Leibler Divergenz.

Definition 1.10 ¢ = (g, | a € £) und 7 = (1, | @ € X) seien zwei Verteilungen, d.h. es gilt
Yoaes Ga = Y gex;Ta = 1 und gq,7q > 0 fiir jeden Buchstaben a € X.

(a) H(q) = — >, qalog q, ist die Entropie der Verteilung g.

(b) D(q || 7) = >_, qa-log 2* ist die Kullback-Leibler Divergenz (oder die relative Entropie)
von q beziiglich r.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Kullback-Leibler Divergenz als die Distanz zweier Ver-
teilungen interpretiert werden kann.
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Lemma 1.11 Seien q und r zwei Verteilungen. Dann ist stets
Y ga-log 2t >0
a /ra

und Gleichheit gilt genau dann, wenn q =r.

Beweis: Wir beachten zuerst, dass In(z) < x — 1 fiir alle = gilt und Gleichheit nur fiir z = 1
zutrifft. Warum? Die Tangente von In(x) am Punkt x = 1 ist die Gerade y = x — 1 und diese
Gerade liegt oberhalb der (konkaven) Funktion. Also folgt aus In2 > 1 —z,

a 1
Za:qa-loga = m(2) an ln—a
1 1
= In(2) an =)= n(2) ;(q@ = a)
1

= e Z%—Z =0

a

Warum gilt Gleichheit genau dann, wenn ¢, = r, fiir alle Buchstaben a? O
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Randomisierte Algorithmen
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Kapitel 2

Entwurfsmethoden

Ein randomisierter Algorithmus A verfiigt iiber alle Féhigkeiten eines konventionellen deter-
ministischen Algorithmus, kann aber zusétzlich auch Zufallsbits anfordern: Der Algorithmus
erhilt nach einer Anforderung das Bit 0 (bzw. 1) mit Wahrscheinlichkeit % Ein randomisierter
Algorithmus wird also auf jeder Eingabe im Unterschied zu deterministischen Algorithmen
verschiedenste Berechnungen in Abhéngigkeit von den erhaltenen Zufallsbits ausfiihren. Wir
fithren die Akzeptanzwahrscheinlichkeit und die erwartete Laufzeit ein.

Definition 2.1 Sei A ein randomisierter Algorithmus und w eine Eingabe fiir P.

(a) Die Wahrscheinlichkeit einer Berechnung B von A ist pp = 27%, falls die Berechnung B
k Zufallsbits anfordert.

(b) A akzeptiert w mit Wahrscheinlichkeit p, falls

Z pPB =D-

B akzeptiert w

(c) Sei Zeitp die Anzahl der Schritte einer Berechnung B. Die erwartete Laufzeit von A auf
Eingabe w ist dann
Z pp - Zeitp.
B ist eine Berechnung fiir Eingabe w

Wir unterscheiden die folgenden Typen randomisierter Algorithmen auf Grund ihres jeweiligen
Akzeptanzverhaltens. Wir beschrianken uns erst einmal auf Algorithmen fiir ,, Sprachen®, also
auf Algorithmen, die Eingaben entweder akzeptieren oder verwerfen.

Definition 2.2 Sei L eine Sprache und A ein randomisierter Algorithmus.

- A ist ein Las-Vegas-Algorithmus fiir L, falls A nie irrt. Fiir alle Eingaben x muss
also gelten

x €L = prob[Averwirft x] =0,
x ¢ L = prob[ A akzeptiert x| =0.
- A ist ein Algorithmus mit einseitig beschrinktem Fehler fiir L, falls fiir alle Einga-
ben z gilt
x€L = prob[ A verwirft z] <1
x¢ L = prob[ A akzeptiertt ] =0.

19
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- A ist ein Algorithmus mit zweiseitig beschrinktem Fehler fiir L, falls fiir alle Ein-
gaben zx gilt
x €L = prob[ A verwirft x | < 3,
v¢ L = prob[ A akzeptiert x| < 3.
Die Fehlerschranke % fiir Algorithmen mit zweiseitig beschranktem Fehler ldsst sich durch
mehrfache Wiederholung der Berechnung mit unabhingigen Miinzwiirfen und nachfolgender
Mehrheitsentscheidung beliebig senken: Wenn wir einen Algorithmus (mit zweiseitigem Feh-
ler hochstens %) k-mal wiederholen und die Ergebnissen Xi,..., X} erhalten, dann sind die
Zufallsvariablen X; unabhingig. Bei korrektem Ergebnis 1 ist die Erfolgswahrscheinlichkeit

einer Wiederholung mindestens % und damit ist der Erwartungswert mindestens % Also

liefert die Chernoff-Schranke

: k . 1. 2%
pI‘Ob[ZXi < 5 ] = prob[ZXi < (1 — Z) —
1=1 i=1

] < o—2k/(2:3:16) _ ,—k/48
3 1S

als Fehlerwahrscheinlichkeit. Durch relativ wenige Wiederholungen kann die inverse Fehler-
wahrscheinlichkeit grofler als die Anzahl der Atome im Universum gemacht werden: Ein ,,Sech-
ser im Lotto“ ist wahrscheinlicher als ein jemals beobachteter Fehler.

Fiir Algorithmen mit einseitigem Fehler hochstens % geniigt eine einfachere Vorgehenswei-
se: Fiir jede Eingabe x fiihrt man k£ Berechnungen unabhéngig voneinander aus und akzeptiert
genau dann, wenn mindestens eine Berechnung akzeptiert. Offenbar gilt im Fall x € L, dass
wir mit Wahrscheinlichkeit > 1 — 2 akzeptieren, und fiir = ¢ L stets richtigerweise verwerfen.
Mit der gleichen Vorgehensweise kann fiir Las-Vegas Algorithmen die Wahrscheinlichkeit der
Ausgabe ,,?¢ auf 2% nach k-maligem Wiederholen gesenkt werden.

Aufgabe 12
Gegeben sei ein randomisierter Algorithmus mit beidseitig beschrinktem Fehler % und erwarteter Laufzeit
héchstens T'(n) fiir jede Eingabe der Lidnge n. Konstruiere einen randomisierten Algorithmus mit beidseitig
beschrénktem Fehler g, der fiir jede Eingabe der Lénge n die (worst case) Laufzeit héchstens c-T'(n) mit einer
moglichst kleinen Konstante ¢ besitzt.

Hinweis: Reduziere den Fehler zundchst durch Wiederholung und stelle dann sicher, dass die Laufzeit nicht

grofer als ¢- T'(n) ist.

Wir betrachten randomisierte Algorithmen, weil sie in wichtigen Anwendungen schnellere
Losungen als deterministische Algorithmen liefern. Zudem ist ihre Kodierung oft sehr viel
einfacher und kompakter (wie etwa fiir randomisierte Primzahltests). Wahrend man vermu-
tet, dass Randomisierung fiir sequentielle Algorithmen eine héchstens polynomielle Beschleu-
nigung ergibt, sind randomisierte Algorithmen beweisbar besser als ihre deterministischen
Kollegen, wenn die Algorithmen kein vollsténdiges Wissen der Eingabe besitzen (siche den
zweiten Teil des Skripts).

Die folgenden Methoden und Sichtweisen haben sich als wesentlich fiir den Entwurf ran-
domisierter Algorithmen herausgestellt.

- Vermeidung von worst-case Eingaben.

Ein randomisierter Algorithmus représentiert eine Klasse A deterministischer Algorith-
men, da wir fiir jede Setzung der Zufallsbits einen deterministischen Algorithmus er-
halten. Die umgekehrte Sichtweise erklért ein wichtiges Entwurfsprinzip randomisierter
Algorithmen: Angenommen, wir haben eine Klasse A deterministischer Algorithmen
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konstruiert, so dass die meisten Algorithmen der Klasse fiir jede Eingabe ,,funktionie-
ren“. Dann erhalten wir einen guten randomisierten Algorithmus durch die zuféllige
Wahl eines Algorithmus aus der Klasse A; der gew#hlte Algorithmus wird hochwahr-
scheinlich die vorgegebene Eingabe nicht als worst-case Eingabe besitzen.

Ein Anwendungsbeispiel dieser Sichtweise ist der randomisierte Quicksort, denn die
meisten Positionen liefern gute Pivots. Eine weitere Anwendung stellen randomisierte
Primzahltests dar: Zusammengesetzte Zahlen besitzen viele Zeugen, und ein randomi-
sierter Algorithmus versucht, einen dieser Zeugen zufillig zu erzeugen.

In einigen Féllen lédsst das vorliegende Problem bestimmte Veréinderungen der Einga-
be zu. Wenn ein fixierter Algorithmus auf den meisten Eingaben , funktioniert“, dann
erhalten wir einen randomisierten Algorithmus durch zufilliges Perturbieren der Ein-
gabe. Als Beispiel betrachten wir wieder Quicksort und zwar die Quicksort-Variante,
die stets den ersten Schliissel als Pivot w#hlt. Das worst-case Verhalten dieser Varian-
te ist zwar quadratisch, aber wir erhalten einen schnellen Algorithmus, wenn wir das
Eingabe-Array zufillig permutieren. Der Routing Algorithmus in Beispiel 2.1.3 ist eine
weitere Anwendung dieser Methode.

Randomisierung in Konfliktsituationen.

Ein randomisierter Algorithmus ist nicht ausrechenbar, solange ein Gegner keine Ein-
sicht in die benutzten Zufallsbits hat. Wir erreichen durch Randomisierung somit ,,faire*,
bzw. leichter gewinnbare Spiele. Wir haben eine erste Anwendung bereits mit Algorith-
mus 1.7 kennengelernt: Die fairen Personen haben sich dort durch Randomisierung gegen
die Preisgabe ihres Gehalts gewehrt.

On-line Algorithmen miissen ihre Entscheidungen nur aufgrund der bisher gesehenen
Eingaben treffen, kennen aber zukiinftige Eingaben nicht. Hier ist es ratsam, sich nicht
auf eine Vorgehensweise festzulegen, sondern gegen den Gegner, ndmlich gegen worst-
case Eingaben in der Zukunft, zu randomisieren. Wir werden im zweiten Teil des Skripts
eine Vielzahl von Anwendungen kennenlernen.

Berechnung auf Stichproben.

Statt ein Problem fiir eine grofle Datenmengen zu l6sen, ist es manchmal ausreichend,
eine geniigend grofle Stichprobe zu ziehen, das Problem auf der sehr viel kleineren
Stichprobe zu l6sen und sodann zu extrapolieren.

Random Walks liefern manchmal die Moglichkeit, charakteristische Stichproben zu be-
stimmen. Anwendungen werden wir in Simulated Annealing, der Volumenmessung kon-
vexer Objekte und in der Losung von 3-Sat Problemen kennenlernen.

Fingerprinting.

Angenommen, wir méchten feststellen, ob sich ein System in einem angestrebten Ideal-
zustand befindet. Dazu nehmen wir einen ,,zufilligen Fingerabdruck® des Systems und
vergleichen ihn mit dem entsprechenden Fingerabdruck des Idealzustands. Es stellt sich
heraus, dass die Berechnung sehr kurzer Fingerabdriicke ausreicht, um Gleichheit zu
tiberpriifen: Randomisierte Gleichheitstests mit Fingerabdriicken sind wesentlich effizi-
enter als konventionelle deterministische Tests.
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Hashing ist eine weitere Anwendung von Fingerprinting, da wir den Hashwert eines
Schliissels als seinen Fingerabdruck auffassen kénnen. Wir werden das universelle Ha-
shing kennenlernen, das hochwahrscheinlich fiir jede Folge von Schliisseln schnell ist.
Hashing ist nicht nur eine erfolgreiche Methode in der Konstruktion guter Datenstruk-
turen, sondern hat auch eine Vielzahl algorithmischer Anwendungen wie etwa in der
approximativen Feststellung der Anzahl verschiedener Schliissel in Datenstromalgorith-
men.

- Symmetry Breaking.

In parallelen oder verteilten Algorithmen ist die Kommunikation zwischen Prozessoren
sehr zeit-aufwéndig. In einigen Féllen kann durch lokales zufélliges Rechnen ohne groflere
Kommunikation sichergestellt werden, dass die Prozessoren sich auf die Berechnung
einer (von mehreren) Losungen einigen: Die Prozessoren verhalten sich durch zufilliges
Rechnen unterschiedlich und brechen ihre Symmetrie.

- Die probabilistische Methode.

In einigen Féllen ist es sehr schwierig, Objekte mit ,bemerkenswerten“ Eigenschaf-
ten nach deterministischen Vorschriften zu konstruieren. Wenn aber die Mehrheit der
Objekte die Eigenschaft erfiillt, dann wird die zufillige Erzeugung eines Objekts die
gewiinschte Eigenschaft hochwahrscheinlich erfiillen. Hier tritt also das iiberraschen-
de Phidnomen auf, dass es schwierig sein kann, ein zu einer substantiellen Mehrheit
gehorendes Objekt zu konstruieren: Zuféllige Objekte sind schwer zu beschreiben.

In der Kombinatorik findet man eine Vielzahl von Beispielen, wie etwa die Konstruktion
dichter Graphen mit kleinen Cliquen oder die Konstruktion von Expander-Graphen.
Expander-Graphen haben zahlreiche Anwendungen in fehler-toleranten Berechnungen
oder in der Kodierung.

Aufgabe 13

Wie grof3 ist die erwartete Grofie einer Clique in einem ungerichteten Graphen mit Kantenwahrscheinlichkeit
19
57

Aufgabe 14
Ein (o, N)-Expander ist ein bipartiter Graph G = (U, V, E), so dass jede Teilmenge W C U der Gréfie héchstens
N mindestens « - |W| Nachbarn besitzt.

Angenommen, ein zufiilliger bipartiter Graph auf den Knotenmengen U = {1,...,n} und V = {n +
1,...,2n} wird mit einer Kantenwahrscheinlichkeit von ¢ erzeugt. Welche Amplifizierung o wird fir N = 5

. n
erreicht?

2.1 Vermeidung von Worst-Case Eingaben

Universelles Hashing und die randomisierte Pivotwahl in Quicksort sind zwei erste Beipiele
fiir die Vermeidung von worst-case Eingaben. Hier beschreiben wir Anwendungen in der Aus-
wertung von Spielbdumen, im Entwurf von Datenstrukturen fiir das Worterbuchproblem, im
Paket-Routing und im Testen von Primzahlen.

2.1.1 Die Auswertung von Spielbidumen

Wir betrachten ein Zwei-Personen Spiel mit den Spielern A und B. Spieler A beginnt und die
Spieler ziehen alternierend bis eine Endsituation erreicht ist, die fiir einen der beiden Spieler
gewinnend ist.
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Jedes Zwei-Personen Spiel mit nur beschrinkt langen Spielen besitzt einen Spielbaum
T: Knoten mit geradem (bzw. ungeradem) Abstand von der Wurzel sind mit MAX (bzw.
MIN) beschriftet. Die Bldtter von T' sind entweder mit Null oder Eins markiert, wobei eine
Eins (bzw. Null) andeutet, dass Spieler A gewonnen (bzw. verloren) hat. Die Auswertung des
Spielbaums wird rekursiv definiert:

- der Spielwert eines Blatts ist die Beschriftung des Blatts,

- der Spielwert eines MAX-Knotens v ist das Maximum der Spielwerte der Kinder von v
und

- der Spielwert eines MIN-Knotens v ist das Minimum der Spielwerte der Kinder von v.

Offensichtlich besitzt der beginnende Spieler A genau dann einen gewinnenden Anfangszug,
wenn die Wurzel den Spielwert Eins erhilt.

Wir beschréinken uns auf die speziellen Spielbdume T}, wobei T} ein vollstdndig k-érer
Baum der Tiefe 2¢ ist. Jeder innere Knoten von T} besitzt also k& Kinder und wir nehmen an,
dass alle Spiele aus genau 2t Ziigen bestehen. Jede der 2" (mit n := k%) Wertezuweisungen
kann als eine Wertezuweisung an die Blédtter vorkommen.

Wir stellen uns zuerst die Frage, wieviele Blétter von einem deterministischen Algorithmus
inspiziert werden miissen, um den Baum auswerten zu konnen. Dabei erlauben wir sogar
unbeschriankte Ressourcen und zéhlen nur die Anzahl inspizierter Blétter. Trotzdem stellt
sich heraus, dass jeder noch so miéchtige deterministische Algorithmus im Worst-Case alle
Blétter inspizieren muss.

Lemma 2.3 Sei X ein deterministischer Algorithmus, der den Baum T} durch Abfragen der
Blattwerte bestimmt. Dann gibt es eine Wertezuweisung der Bldtter, so dass X alle Bldtter
von T,ﬁ INSPLZIETEN MUSS.

Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach der Tiefe ¢ durch. Fiir ¢ = 1 besteht Tk1 aus der
MAX-Wurzel w, gefolgt von den k& MIN-Kindern wi,...,wg. Sei X ein deterministischer
Algorithmus.

Wir betrachten die ersten, héchstens n—1 Nachfragen von X. Wir beantworten jede Nach-
frage mit dem Spielwert Eins, solange nicht das letzte Kind eines MIN-Knotens w; nachgefragt
wird und halten damit das ,Schicksal® eines jeden MIN-Knotens solange wie moglich offen.
Wird das letzte Kind von w; nachgefragt, dann antworten wir mit Null und halten damit das
Schicksal der MAX-Wurzel solange wie moglich offen. Offensichtlich muss X auch das letzte
Blatt nachfragen und dessen Wert bestimmt den Spielwert der Wurzel.

Fiir den Induktionsschritt von ¢ auf ¢t + 1 betrachten wir wieder die MAX-Wurzel w mit
ihren MIN-Kindern wy, . .., wy und den MAX-Enkeln wj 1, ..., w; ;. Beachte, dass jeder MAX-
Enkel w; ; die Wurzel eines Baums 7, lﬁ ist.

Auch diesmal betrachten wir nur die ersten, héchstens n — 1 Nachfragen von X. Fiir
Nachfragen nach Blittern im Baum von w; ; wenden wir das Antwortschema fiir 7} an und
halten somit das Schicksal von wj; ; solange wie moglich offen. Wird das letzte Blatt von wj ;
nachgefragt, dann stellen wir sicher, dass w;; den Spielwert Eins erreicht. Ist aber w; ; das
letzte ,offene” Kind von w;, dann erzwingen wir, dass w; ; und damit auch der MIN-Knoten
w; den Wert Null erhéilt.

Auch diesmal miissen alle Blétter nachgefragt werden und die letzte Nachfrage entschiedet
den Spielwert der Wurzel. O
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Wir stellen jetzt einen Las Vegas Algorithmus vor, der im Worst-Case wesentlich schneller als
deterministische Algorithmen sein wird.

Algorithmus 2.4 Eine Las Vegas Auswertung
(1) Der Spielbaum wird rekursiv, beginnend mit der Wurzel v = w, ausgewertet:

(1a) Wenn v ein MAX-Knoten ist, dann bestimme ein Kind v* von v zufillig und werte
den Teilbaum mit Wurzel v* aus.

Erhélt man den Spielwert Eins, dann beende die Auswertung des MAX-Knotens
v mit dem Ergebnis Eins. Erhélt man den Spielwert Null, dann wiederhole Schritt
(la) fiir ein zufillig bestimmtes, noch nicht ausgewertetes Kind v* solange, bis
entweder der Spielwert Eins erreicht wird (und v den Spielwert Eins erhélt) oder
bis alle Kinder ausgewertet sind (und v den Spielwert Null erhilt).

(Ib) Wenn v ein MIN-Knoten ist, dann bestimme ein Kind v* von v zuféllig und werte
den Teilbaum mit Wurzel v* aus.
Erhélt man den Spielwert Null, dann beende die Auswertung des MIN-Knotens v
mit dem Ergebnis Null. Erhélt man den Spielwert Eins, dann wiederhole Schritt
(1b) fiir ein zufillig bestimmtes, noch nicht ausgewertetes Kind v* solange, bis
entweder der Spielwert Null erreicht wird (und v den Spielwert Null erhélt) oder
bis alle Kinder ausgewertet sind (und v den Spielwert Eins erhélt).

(2) Der Spielwert der Wurzel wird ausgegeben.

Wie grof} ist die erwartete Anzahl inspizierter Blitter von T4? Es stellt sich heraus, dass wir
die Anzahl abgefragter Blétter fiir jede Zuweisung von Spielwerten signifikant senken kénnen.

Satz 2.5 Jeder deterministische Algorithmus wird im Worst-Case alle n = 22t = 4! Blitter
von T% inspizieren. Der Las Vegas Algorithmus 2.4 wird hingegen nur die erwartete Anzahl
von hochstens nl°843 = 3t Blittern inspizieren.

Beweis: Wir argumentieren wieder induktiv und zeigen zuerst fiir T , dass im Erwartungsfall
hochstens drei der vier Bléatter nachzufragen sind.

Fall 1: Der Spielwert der MAX-Wurzel ist Null. Dies ist genau dann der Fall, wenn beide
MIN-Kinder den Spielwert Null besitzen. Die erwartete Anzahl nachgefragter Blatter eines
MIN-Kinds ist dann genau % -1+ % ‘2= % und der Spielwert der Wurzel wird mit % + % =3
erwarteten Fragen bestimmt.

Fall 2: Der Spielwert der MAX-Wurzel ist Eins. Dies ist genau dann der Fall, wenn min-
destens ein MIN-Kind v den Spielwert Eins besitzt. Das Kind v wird mit Wahrscheinlichkeit
% als erstes gewihlt und damit geniigen in diesem Fall zwei Nachfragen. Also ist der Erwar-
tungswert durch § -2+ 1 -4 = 3 beschrénkt. (Tatséichlich geniigen 3 -2+ 3 - (2+3/2) = 11/4
Anfragen, da nur dann beide Min-Kinder der Wurzel ausgewertet werden miissen, wenn der
Geschwisterknoten v' von v den Spielwert Null besitzt. Dann gelingt aber eine Auswertung

von v’ mit der erwarteten Anzahl von 3/2 Anfragen.)

Der Induktionsschritt verlduft dhnlich: Wenn der Spielwert der MAX-Wurzel Null ist,
dann besitzen beide Kinder den Spielwert Null. Die erwartete Anzahl nachgefragter Blatter
eines MIN-Kinds ist dann hochstens % -3t 4+ % (3t + 3 = % - 3! und der Spielwert der Wurzel
wird mit erwarteten 3! Fragen bestimmt.
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Wenn der Spielwert der MAX-Wurzel Eins ist, dann besitzt ein MIN-Kind v den Spielwert
FEins. Mit Wahrscheinlichkeit % wird v zuerst gewdhlt und dann geniigt die erwartete Anzahl
von hochstens (3! + 3f) = 2 - 3! nachgefragten Blittern. Wird der Geschwisterknoten zuerst
nachgefragt, dann ist die erwartete Anzahl offensichtlich durch 4 -3'*! beschrinkt. Insgesamt

ist die erwartete Anzahl also auch diesmal durch % .2.3t 4 % 4.3t = 31+ heschrinkt. O

Aufgabe 15

Wir betrachten einen vollstdndigen terndren Baum. Jedes Blatt hat Tiefe A und jeder innere Knoten hat genau
3 Kinder. Der Baum hat n = 3" Blitter, die mit 0 oder 1 markiert sind. Ein innerer Knoten soll als Markierung
die Markierung, die die Mehrheit seiner Kinder hat, erhalten. Gesucht ist die Markierung der Wurzel.

- Beschreibe einen randomisierten Algorithmus, der die Markierung der Wurzel ermittelt und in der Er-
wartung die Markierung von moglichst wenigen Bléttern liest. Analysiere die erwartete Anzahl gelesener
Blatter.

- Beweise, dass jeder nichtdeterministische Algorithmus zur Losung des Problems mindestens n - (%)h
Blétter inspizieren muss.

2.1.2 Skip-Listen

Skip-Listen unterstiitzen die Worterbuch-Operationen Insert, Delete und Lookup in erwartet
logarithmischer Zeit. Skip-Listen werden als (nicht notwendigerweise bindre) Biume imple-
mentiert, wobei man durch Einfiigen in eine zufillig ausgewiirfelte Schicht des Baums versucht,
die Tiefe des Baumes nicht zu stark anwachsen zu lassen.

Angenommen, eine Skip-Liste S speichert die Schliissel 1 < 9 < -+ < xp_1 < Tp. Die
Skip-Liste unterteilt die Schliisselmenge in Schichten

LO = {—O0,00} g Ll g "'Lt—l g Lt — {_Oo,xl,---,xn,OO}.
Die Schicht Ly = {—o00, x4, ..., x;,,00} wird in die Suchintervalle

[—OO, xil]’ [xilvxlé]’ tee [xi\sfl’xis]? [xis7 OO]

unterteilt. Der geordnete Baum T von S besitzt genau s + 1 Knoten der Tiefe k, die der
Reihe nach mit den Suchintervallen von Lj; markiert werden. Zusitzlich werden die Knoten
gleicher Tiefe ,gefddelt*, d.h. der Knoten mit Suchintervall [x;,, ,,z;,, | zeigt auf den Knoten
mit Suchintervall [x;,,, %, ,]-

Schliefflich werden Baumkanten wie folgt eingesetzt: Wenn Knoten v mit dem Intervall 1
und Knoten w mit dem Intervall J markiert ist, dann wird die Kante (v, w) genau dann ein-
gesetzt, wenn J C I und Tiefe(w) =Tiefe(v)+ 1. Da ein Intervall der ,, Tiefe* k moglicherweise
in mehrere Intervalle der Tiefe k + 1 zerlegt wird, erhalten wir im Allgemeinen nicht-binére
gefadelte Badume der Tiefe ¢.

Wir implementieren zuerst die Operation Lookup(z). Wir beginnen an der Wurzel und
durchlaufen mit Hilfe der Fadelungszeiger die Suchintervalle der Kinder der Wurzel. Wenn z
Randpunkt eines Intervalls ist, dann haben wir den Schliissel gefunden; ansonsten setzten wir
unsere Suche mit dem eindeutig bestimmten Intervall fort, das den Schliissel x enthélt.

Zur Ausfiihrung der Operation Delete(z) fithren wir zuerst die Operation Lookup(x) aus.
Wenn z in Tiefe k gespeichert ist, dann werden wir zwei Intervalle [y, z] und [z, z] in Tiefe
k finden. Wir verschmelzen die beiden Intervalle in das Intervall [y, z] und miissen diesen
Verschmelzungsprozess fiir die entsprechenden Knoten der Tiefen k4 1,...,t fortsetzen.
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Schlieflich miissen wir die die Operation Insert(x) beschreiben. Wir bestimmen zuerst
die Schicht, in die z einzufiigen ist, durch Zufallsentscheidung: Wir wiirfeln mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit % solange, bis wir den ersten Erfolg erhalten. Wir nehmen an, dass wir im kten
Versuch erfolgreich sind!.

Fall 1: £ < t. Wir fiigen = in die Schicht L; ;11 ein. Dazu fithren wir die Operation
Lookup(z) bis zur Tiefe ¢ — k + 1 aus. Wenn wir dort im Intervall [y, z] ,landen®, dann
zerlegen wir [y, z] in die beiden Intervalle [y, z] und [z, z]. Dieser Zerlegungsprozess ist jetzt
fiir die entsprechenden Knoten der Tiefen k + 1, ..., ¢ fortsetzen.

Fall 2: k£ > t. Wir erhohen die Tiefe von ¢t auf k und ersetzen deshalb die Wurzel durch
eine Kette der Lénge k —t. Der Schliissel x ist sodann in das Kind der Wurzel iiber die beiden
Intervalle [—oo, z] und [z, 00] einzufiigen. Wie auch im Fall 1 ist dieser Zerlegungsprozess fiir
alle nachfolgenden Schichten fortzusetzen.

Der Vorteil der Skip-Listen ist aus der Implementierung der drei Operationen ersichtlich:
Keinerlei Wartungsarbeiten zur Beibehaltung einer Balancierung sind notwendig. Die Lauf-
zeit der Operationen wird durch die Linge des Suchpfads dominiert, wobei allerdings in der
Bestimmung der Léinge auch die Fadelungszeiger mit in Betracht gezogen werden miissen, da
einige Knoten des Baums einen hohen Grad besitzen kénnen. Wir beginnen unsere Analyse
aber mit der Bestimmung der Tiefe.

Lemma 2.6 Wir fizieren eine beliebige Folge von n Lookup-, Insert- und Delete-Operationen.

Dann ist
1

ne—1 :

prob[ Der Baum hat mehr als o - logg n Schichten | <

Beweis: Schichten werden fiir jede Insert-Operation, also bis zu n-mal zufillig ausgewiirfelt.
Sei X; die Zufallsvariable, die die zufillig bestimmte Schicht bei der ¢ten Insert-Operation
angibt. Wir erhalten

prob[ X; > T ] <277

und deshalb ist
prob[ max X; > T ] <
3

Y

Das Ergebnis folgt, wenn wir T' = « - logy n einsetzen. O

Wir analysieren jetzt die erwartete Lénge eines Suchpfades, wobei Fadelungszeiger mit-
zuzéhlen sind.

Lemma 2.7 Nach einer beliebigen Folge von n Insert- und Delete-Operationen werde eine
Lookup-Operation durchgefihrt. Dann hat der Suchpfad, inklusive der Fddelungszeiger, eine
hdochstens logarithmische erwartete Linge.

Beweis: Nach Durchfiithrung der n Operationen mége die Skip-Liste die Schliissel 1 < xo <
-oo < Tp—1 < T, speichern. Wir betrachten einen beliebigen Knoten v. Dann gehért v zu einer
Schicht Lj und besitzt r rechte Geschwisterknoten mit den Intervallen [y1,yo], ..., [Yr, Yr+1]-

Wir schétzen zuerst die erwartete Zahl r der rechten Geschwisterknoten ab. Der linkeste
Schliissel y; wurde entweder in v (und r > 0) oder in einer hoheren Schicht (und r = 0)
eingefiigt. Die Schliissel yo,...,y, gehoren alle zur Schicht Lj und der rechteste Schliissel
Yro1 gehort zur Schicht Li_; oder einer hoheren Schicht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

1Zur Erinnerung: L ist die letzte Schicht, also die Schicht der Blétter.
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werden y; und die im Vergleich zu y; néchstgroferen Schliissel yo, ..., y, alle in die Schicht
Ly, eingefiigt?

Wir nehmen zuerst an, dass v ein Blatt ist, dass also k = t gilt. Dann wird y,41 mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 in eine hohere Schicht, und die Schliissel y1,y2, ...,y werden mit
Wahrscheinlichkeit 277 in Schicht L; eingefiigt. Also hat v mit Wahrscheinlichkeit 2~ (1)
genau 1 rechte Geschwister und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 keine rechten Geschwister: Es ist

00 . 1 [ee] .
Elr)=> 270D .= 5 Dy o2ei=1
=0 1=0

Offensichtlich nimmt die erwartete Anzahl rechter Geschwisterknoten ab, wenn v einer hoher-
en Schicht angehort und wir erhalten E[r] < 1 fiir alle Knoten v. Also ist die erwartete
Kinderzahl héchstens 2.

Wir wissen weiterhin, dass die Skip-Liste, mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens %
mehr als «-logy n Schichten besitzt. Wenn die Skip-Liste eine Tiefe grofler als 2log, n besitzt,
dann geschieht dies mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 1/n; in diesem Fall ist die
Lénge des Suchpfads aber durch n beschriankt. Also gilt E[ Lénge des Suchpfads |

IN

n - prob| Die Skip-Liste hat mehr als 2 - logy n Schichten | +
E[ Lénge des Suchpfads | Die Skip-Liste hat hochstens 2 - log, n Schichten |

< 1+ E[Léange des Suchpfads | Die Skip-Liste hat hochstens 2 - logy n Schichten |
< 142-(2-loggn)=1+4-logyn
und das war zu zeigen. O

Wir konnen jetzt unsere Analyse abschlielen.

Satz 2.8 n Insert-, Delete- oder Lookup-Operationen werden in erwarteter Zeit O(n -logyn)
durchgefiihrt.

2.1.3 Message-Routing in Wiirfeln

Im Message-Routing Problem ist ein Prozessor-Netzwerk G = (V| E) gegeben. Wir nehmen
an, dass jeder Prozessor v € V ein Paket P, zu einem Prozessor 7(v) schicken méchte und dass
die Funktion 7 : V' — V eine Permutation ist. Das Paket P, ist iiber einen Weg von v nach
7(v) zu verschicken, wobei wir allerdings voraussetzen, dass eine Kante zu jedem Zeitpunkt
nur ein Paket transportieren kann. Unser Ziel ist der Versand aller Pakete in moglichst kurzer
Zeit.

Wir nennen einen Routing-Algorithmus konservativ, wenn der Weg eines jeden Pakets P,
nur vom Empfianger 7(v) abhéngt. Diese Klasse von Algorithmen erscheint verniinftig, aber
deterministische Algorithmen dieser Klasse werden scheitern.

Fakt 2.1 [KKT] Sei G ein Netzwerk von n Prozessoren. Jeder Prozessor in G habe hichstens
d Nachbarn. Sei weiterhin A ein konservativer, deterministischer Routing-Algorithmus. Dann
gibt es eine Permutation w fiir die A mindestens Q(\/g) Schritte bendtigt.

Beispiel 2.1 Wir betrachten den d-dimensionalen Wiirfel Wy = ({0,1}%, E4)2. Jeder Knoten
v € {0,1}% hat d Nachbarn, néimlich alle Knoten w € {0,1}%, die sich in genau einem Bit

’Eine Kante {u,v} liegt genau dann in E4, wenn u und v sich in genau einem Bit unterscheiden.



28 KAPITEL 2. ENTWURFSMETHODEN

von v unterscheiden. Zu jedem konservativen, deterministischen Routing-Algorithmus gibt es

somit eine Permutation 7, fiir die mindestens Q(\/?Td ) Schritte bendtigt werden. Aber je zwei
Knoten kénnen mit Wegen der Lange hochstens d verbunden werden, und deshalb sollte eine
Losung in Zeit O(d) die Erwartungshaltung sein.

Deterministische konservative Algorithmen A kénnen somit die hochgradige Vernetzung
des Wiirfels nicht ausnutzen. Beispielshaft betrachten wir die Bit-Fixing Strategie A, die ein
Paket P, vom Start v wie folgt zum Ziel w transportiert:

- P, wird zuerst iiber die Kante bewegt, der das linkeste, in v und w unterschiedliche Bit
entspricht.

- Dieses Verfahren wird solange wiederholt, bis der Empfénger w erreicht wird: Fiir v =
1111 und w = 1000 ist also (1111,1011,1001,1000) der Bit-Fixing Weg von v nach w.

Bit-Fixing versagt zum Beispiel fiir das Routing Problem (z,y) — (y,z), wobei x (bzw. y)
der Block der ersten (bzw. zweiten) Hilfte der Bits des Senders ist. Was passiert? Die v/2¢
Pakete der Sender (z,0) iiberschwemmen das Nadelohr (0,0).

Randomisierte konservative Algorithmen haben hingegen fiir den Wiirfel keinerlei Probleme.
Algorithmus 2.9 Randomisiertes Routing fiir den Wiirfel
- Pakete seien auf dem d-dimensionalen Wiirfel geméfl der Permutation 7 zu verschicken.

- Phase 1: Versand an einen zufilligen Empfanger.

Jedes Packet P, wihlt einen Empfiinger z, € {0,1}¢ zufillig. Das Paket P, folgt sodann
dem Bit-Fixing Weg von v nach z,.

- Phase 2: Versand an den urspriinglichen Empfanger.

Das Paket P, folgt dem Bit-Fixing Weg von z, nach 7 (v).

Beachte, dass wir keinerlei Vorschriften fiir die Behandlung der den Kanten zugeordneten
Warteschlangen zu folgen haben. Die einzige Bedingung ist, dass ein Paket iiber eine Kante
zu verschicken ist, wenn mindestens ein Paket wartet.

Wir beginnen mit der Analyse der ersten Phase. Die folgenden Beobachtungen sind zentral.

- Wenn zwei Pakete P, und P, sich zu irgendeinem Zeitpunkt der ersten Phase trennen,
dann werden sie sich in der ersten Phase nicht wieder treffen.

- Das Paket P, laufe iiber den Weg (e, ..., ex). Sei P die Menge der von P, verschiedenen
Pakete, die irgendwann wihrend der ersten Phase iiber eine Kante in {eq, ..., e} laufen.
Die Wartezeit von P, ist dann durch |P| beschrénkt.

Die zweite Beobachtung ist nicht offensichtlich, da ein Paket P, das Paket P, wiederholt
blockieren kann. Fiihre deshalb eine Induktion iiber die Gréfie von P aus. Der Basisfall |P| = 1
ist trivial und wir nehmen |P| =k + 1 an.

Aufgabe 16
Zeige, dass es ein Paket P, gibt, das sich nur einmal in der selben Warteschlange mit P, zusammen aufhélt.
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Dieses Paket P, ist also nur fiir einen Wartezeittakt verantwortlich. Wir entfernen P,, aus
P und erhalten die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. Fiir die weitere Analyse
betrachten wir die Zufallsvariablen

oo { 1 P, und P, laufen zumindest iiber eine gemeinsame Kante
v, w
’ 0 sonst.

Nach den obigen Beobachtungen ist die Gesamtwartezeit von P, wéhrend der ersten Phase
durch >, H, . beschrinkt. Wir mochten die Chernoff-Schranke anwenden und bestimmen
deshalb zuerst den Erwartungswert. Fiir die Kante e sei W, die Anzahl der Bit-Fixing Wege,
die iiber Kante e laufen. Wenn Paket P, den Weg (eq, ..., ex) einschligt, dann ist

Bl Huw) < E[Y W]

i=1
= k-E[W, ],

denn jede Kante hat dieselbe Belastung zu erwarten. Wir kénnen die erwartete Belastung
E[ W, ] der Kante e wie folgt bestimmen: Die erwartete Wegliéinge eines jeden Pakets ist %,
denn Start und Ziel werden sich im Erwartungsfall in genau der Hélfte aller Bitpositionen
unterscheiden. Die d - 297! Kanten des Wiirfels tragen alle dieselbe Belastung und

d . od
52

ElWe] =G 5

=1
folgt. % ist die erwartete Weglénge von P, und deshalb ist
E[) Hyw]< 4
w 7 B 2

Wir wenden die Chernoff-Schranke an und erhalten

d 2.d
—]< e P5/3
2

prob| Z Hyw>1+5)-

Fiir B8 = 3 ist also die Wahrscheinlichkeit einer Gesamtwartezeit fiir P, von mindestens 2d
durch e=%%?2 beschréinkt. Da wir insgesamt 2¢ Pakete besitzen, ist damit auch die Wahr-
scheinlichkeit, dass irgendein Paket linger als 2d Schritte wartet, durch 24 . ¢=34/2 < ¢=d/2
beschrénkt. Die Analyse der zweiten Phase ist vollig analog und wir kénnen zusammenfassen.

Satz 2.10 Die folgenden Aussagen gelten mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — 2 - e~ %2

(a) Jedes Paket wird in jeder der beiden Phasen nach hochstens 2d Schritten sein Ziel
erreichen.

(b) Nach héchstens 4d Schritten ist jedes Paket am Ziel.
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2.1.4 Primzahltests

Das RSA-Kryptosystem verlangt zwei ,,geheime”, grofie Primzahlen p und ¢, die nur der
Empfingerin Alice bekannt sind. Alice gibt dann das Produkt N = p - ¢ sowie einen Kodie-
rungsexponenten e bekannt; daraufhin kann Bob seine Nachricht = gemifl y = 2 mod N
verschliisseln.

Sei ¢(N) = |{1 <2z < N —1| (x,N) = 1}| die Anzahl der primen Restklassen modulo N.
Die Berechnung von ¢(V) ist fiir Aulenstehende sehr schwer, wihrend Alice natiirlich weif},
dass ¢(N) = (p—1)-(g—1) ist. Sie berechnet das multiplikative Inverse d von e modulo ¢(N)
und dekodiert durch

y? = (2°)% = gedmed ¢N) = 4 mod N.

Kritisch fiir das RSA-Kryptosystem ist die Beschaffung grofier, geheimer Primzahlen. Sei
m(z) = [{p < x| p ist eine Primzahl }. Nach dem Primzahlsatz ist

% = In(x) + o(In(z))
und Primzahlen haben eine logarithmische Dichte: Um eine Primzahl mit B Bits zufillig
auszuwiirfeln, miissen im Erwartungsfall O(B) Zufallszahlen mit B Bits auf ihre Primzahlei-
genschaft untersucht werden.

Damit ist die Beschaffung von zufilligen Primzahlen mit Zehntausenden von Bits eine
Standardaufgabe, solange schnelle Primzahltests zur Verfiigung stehen. Wir besprechen den
randomisierten Primzahltests von Miller und Rabin. (Seit 2002 gibt es auch einen effizienten
deterministischen Primzahltest [AKS], allerdings ist das neue Verfahren wesentlich langsamer
als die unten beschriebenen randomisierten Verfahren.) Das Miller-Rabin Verfahren setzt den
Fermat-Test ein, der auf der folgenden gruppentheoretischen Eigenschaft basiert.

Fakt 2.2 Sei G eine endliche Gruppe.
(a) Ist H eine Untergruppe von G, dann ist |H| ein Teiler von |G|.
(b) Der kleine Satz von Fermat: Fir jedes Element g € G ist

g|G‘ =1.

Aufgabe 17
Beweise den kleinen Satz von Fermat mit Hilfe von Teil (a).

Angenommen N ist eine Primzahl. Dann ist ZZ3;, die Menge der primen Restklassen modulo
N, eine Gruppe mit N — 1 Elementen. Also ist der ,,Fermat-Test*

¥ 1'=1mod N
fiir jede Restklasse a erfiillt.
Beispiel 2.2 Die Zahl N heifit Carmichael-Zahl, wenn
" '=1 mod N

fiir jede mit N teilerfremde Zahl a gilt. Leider gibt es unendlich viele Carmichael-Zahlen, die
keine Primzahlen sind. Zum Beispiel sind 561, 1105, 1729, 2465, 2821 solche ,,Mdchtegern-
Primzahlen“. Der einfache Fermat-Test geniigt also fiir eine fehlerfreie Primzahl-Erkennung
nicht.
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Wenn N eine Primzahl ist, dann ist insbesondere N — 1 durch 2 teilbar und Zy ist ein
Korper. Aber die quadratische Gleichung 22 = 1 besitzt iiber jedem Korper nur die Losungen
x € {—1,1}, und es muss

aN"D2=_1mod N oder aV"D/2=1mod N

fiir jede Restklasse a gelten, solange N eine Primzahl ist. Wir formulieren jetzt den erweiterten
Fermat Test fiir eine Restklasse a. Es gelte N — 1 = 2F - m fiir eine ungerade Zahl m. Wenn
r < k, dann muss aus den gleichen Griinden

d¥ V2 =1mod N = o™ Y2 = _11mod N (2.1)

gelten, solange N eine Primzahl ist. Im erweiterten Fermat Test fiir eine Restklasse a
iiberpriifen wir, ob a™ ! =1 mod N gilt und ob Eigenschaft (2.1) fiir jedes r mit 0 < r < k
gilt. Der Miller-Rabin Primzahltest setzt darauf, dass eine zusammengesetzte Zahl N den
erweiterten Fermat Test fiir die meisten Restklassen ¢ mod N nicht besteht.

Algorithmus 2.11 Der Miller-Rabin Primzahltest.
(1) N sei die Eingabezahl und k sei maximal mit N — 1 = 2% . m.

(2) Wiéhle eine Restklasse a € Zn mit a # 0 mod N zufillig. Wenn ggT(a, N) # 1, dann
ist N zusammengesetzt.

(3) Klassifiziere N als zusammengesetzt, wenn N gerade ist oder

- N = a’ fiir natiirliche Zahlen a,b > 2 oder

- N den erweiterten Fermat Test fiir Restklasse a nicht besteht.

(4) Wenn N nicht als zusammengesetzt klassifiziert wurde, dann klassifiziere N als Prim-
zahl.

Satz 2.12 Der Miller-Rabin Primzahltest ist fehlerfrei, wenn eine Zahl N als zusammenge-
setzt klassifiziert wird. Ist N zusammengesetzt, dann wird N mit Wahrscheinlichkeit héchstens
% als Primzahl klassifiziert. Hiochstens O(logy N) arithmetische Operationen werden durch-
gefiihrt.

Beweis: Der Miller-Rabin Test ist offensichtlich fehlerfrei, wenn N als zusammengesetzt
klassifiziert wird. Wir brauchen also nur den Fall der Klassifikation einer zusammengesetzten
Zahl N als Primzahl betrachten.

Fiir jede Restklasse b modulo N sei ordy(b) der kleinste Exponent r, so dass b =
1 mod N. Die Menge {b,b?,...,b" "1, b" = 1} definiert eine Untergruppe von Z} und deshalb
ist 7 = ordy(b) ein Teiler der Gruppenordnung |ZZ5;| (siehe Fakt 2.2 (a)).

Sei h die groBte Zahl, so dass 2! ein Teiler von ordy(b) fiir mindestens eine
Restklasse b ist.

Offensichtlich ist (N — 1) = 1 mod N und deshalb ist ordy(N — 1) = 2. Wir kénnen also
h > 0 annehmen, da mindestens eine Restklasse die Ordnung zwei hat.

Wir erinnern daran, dass N — 1 = 2 . ;m mit der ungeraden Zahl m gilt. Die folgende
Beobachtung ist wichtig.
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2h+1

Lemma 2.13 Wenn a¥ ' =1 mod N, dann ist a®> ™ =1 mod N.

Beweis: Sei ordy(a) = 27 - m/ fiir eine ungerade Zahl m’. Da wir ¢V~ =1 mod N anneh-
men, ist also 27 - m/ ein Teiler von 2F - m = N — 1 und insbesondere muss m’ ein Teiler von
m sein. Desweiteren, nach Definition von h ist j < h -+ 1: Insgesamt ist also ordy(a) = 27 -m/

2h+1

ein Teiler von -m. Dann muss aber 2" =1 mod N gelten. O

Um den Fehler des Miller-Rabin Algorithmus abzuschétzen, betrachten wir
G={aecZy| a?'m =11 mod N }.

G ist eine Untergruppe von Zy;, denn (a - b)Qh'm =a2"m . p2"m = £1.4£1 = +1 und G ist
unter Multiplikation abgeschlossen. Desweiteren, wenn b das multiplikative Inverse von a € G
ist, dann ist 1 = (a - b)zh'm =¢2"™ . p2"m = 41 . p2"™ und b gehodrt zu G. Warum ist G von
Interesse?

Lemma 2.14 Wenn im Schritt (1) eine Restklasse a ¢ G ausgewiirfelt wird, dann wird N
als zusammengesetzt klassifiziert.

Beweis: Wenn die zufillig ausgewiirfelte Restklasse a nicht in G liegt, dann erhalten wir
insbesondere a2'™ # —1,1 mod N. Wenn a?m % 1 mod N, dann wird N als zusammen-
gesetzt klassifiziert, und wir kénnen deshalb a2"™ = 1 mod N annehmen. Mit Lemma 2.13
ist aber a2™'™ = 1 mod N: Da a2"™ die Wurzel von o2 ™ ist und wir wissen, dass
a2 m % —1,1 mod N gilt, haben wir N als zusammengesetzt enttarnt! O

Jetzt bleibt die zentrale Frage nach der Gréfie von G. Da G eine Untergruppe von Z}; ist, ist
die Grofle von G ein Teiler der Gruppenordnung von ZZy,. Wenn G von Z}; verschieden ist,
dann wird somit eine zusammengesetzte Zahl mit Wahrscheinlichkeit mindestens % entlarvt.
(Da N # a® nach Schritt (2) fiir jedes a und b gilt, ist N insbesondere keine Primzahlpotenz,
und wir konnen annehmen, dass N = z - y fiir teilerfremde Zahlen x und y gilt.)

Lemma 2.15 Es sei N = x -y mit teilerfremden Zahlen x und y. Dann ist G # Z};.

Beweis: Wir wihlen die Restklasse b, so dass 2"*! ein Teiler von ordy(b) ist. Wir haben
N =z -y mit ggT(z,y) = 1 angenommen.

Aufgabe 18
Sei N = z -y mit teilerfremden Zahlen z und y. Dann ist ordx(b) das kleinste gemeinsame Vielfache von
ordz(b) und ordy (b) fiir jede Restklasse b modulo N.

Wir kénnen also 0.B.d.A annehmen, dass 2" ein Teiler von ord,(b) ist. Wir bestimmen die
Restklasse a modulo N mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes so, dass

a=bmodz und a=1mody
und behaupten, dass a € G. Wir beachten zuerst, dass
a?'m = p2tm %1 mod x

gilt. Denn, wenn b2"™ = 1 mod z, dann ist ord, (b) ein Teiler von 2" - m. Aber wir wis-
sen bereits, dass 2"*! ein Teiler von ord,(b) ist, und deshalb wire 2 ein Teiler von m: Ein
Widerspruch zur Konstruktion von m. Schlielich ist

a?"™ =1 mod Y,
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denn ¢ = 1 mod y. Wenn a2 m % 1 mod z und a2"™ = 1 mod y, dann kann aber nicht
a?'m = —1,1 mod N gelten. O

Damit ist die Analyse des Miller-Rabin Tests abgeschlossen. O

2.2 Fingerprinting

Was ist ein Fingerabdruck? Angenommen, wir haben ein Universum U von Schliisseln. Dann
definiert jede Funktion
h:U—{0,...,N}

den Wert h(z) als Fingerabdruck von z. Natiirlich gilt h(x) = h(y) wann immer = und y
identisch sind. Wenn N sehr viel kleiner als die Méchtigkeit von U ist, dann muss aber auch
zwangslaufig h(z) = h(y) fiir verschiedene Schliissel x und y gelten. Was aber passiert, wenn
wir nicht mit einer Funktion A, sondern mit einer Klasse H von Hashfunktionen arbeiten und
einen zufilligen Fingerabdruck durch die zufillige Wahl einer Funktion h € H nehmen?

2.2.1 Ein randomisierter Gleichheitstest

Gegeben sind zwei Polynome p und ¢ in n Verénderlichen, wobei die Polynome als ,, Black-
Box“ vorliegen: Die Black-Box fiir p (bzw. ¢) wird fiir Eingabe = die Ausgabe p(x) (bzw.
q(z)) bestimmen. Wir sollen entscheiden, ob p # ¢ ist. Dabei nehmen wir an, dass wir den
maximalen Grad d von p und ¢ kennen, wobei der Grad eines Polynoms

— E i1 i
p(‘rla s axn) — C(il ..... in) " Ty - .‘Tnn

(1 5--sin )ENY
in n Variablen zq,...,x, durch
grad(p) := max{iy + -+ +in | ¢, i) 7 0}
definiert ist. Beispielsweise gilt
Crad(3z329 — 23 + x12273 + Tr323) = max{4,1,3,6} = 6.

Der folgende Algorithmus 16st das Gleichheitsproblem mit einseitigem Fehler fiir einen belie-
bigen Korper K.

Algorithmus 2.16

(0) Die Polynome p und ¢ in n Verdnderlichen sind durch jeweils eine Black-Box gegeben.
Der Grad beider Polynome sei durch d nach oben beschrénkt.

Kommentar: Der Algorithmus soll genau dann akzeptieren, wenn p # q.
(1) Sei S eine beliebige Menge von 2d Kérperelementen.
(2) Wihle k Vektoren () ... 2(®) ¢ §" zufillig gemiB der Gleichverteilung.

(3) Akzeptiere, wenn p(x(i)) #* q(:c(i)) fiir mindestens ein ¢ und verwirf sonst.
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Offensichtlich macht Algorithmus 2.16 keinen Fehler, wenn akzeptiert wird. Wie grof} ist der
Fehler beim Verwerfen?

Satz 2.17 Sei K ein Korper und sei S C K eine endliche Menge. Wenn x € S™ gemdf§ der
Gleichverteilung gewdhlt wird, dann gilt

d
prob[r(z) =0] < &l

fiir jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom r vom Grad d.

Beweis: Wir fithren einen induktiven Beweis iiber die Dimension n. Wenn n = 1, dann ist
r ein einstelliges Polynom. Das Polynom 7 ist vom Grad d und verschwindet deshalb auf
hochstens d der |S| Elemente von S.

Fir den Induktionsschritt ziehen wir die Variable x1 heraus und erhalten

d*
r(z) = szl cri(wa, .. Tpa),
1=0

wobei d* < d maximal mit der Eigenschaft r4« Z 0 sei.

Nach Induktionsannahme wissen wir, dass 74+ (22, ...,2n+1) = 0 mit Wahrscheinlichkeit
hochstens (d — d*)/|S| gilt. Wenn andererseits g« (22, ..., Tn4+1) 7# 0 ist, dann betrachten wir
das einstellige Polynom

d*
R(z1) = lel cri(T2, .. Tpt1)
1=0

vom Grad d*. Da rg«(z2,...,2,41) # 0 nach Annahme, stimmt R nicht mit dem Nullpoly-
nom iiberein, und deshalb ist R(x1) = 0 mit Wahrscheinlichkeit héchstens d* /|S|. Insgesamt
erhalten wir also

prob[r(z) =0] < prob[r(xz) =0|rg(z2,...,Tpt1) # 0] + prob[ rg«(z2, ..., 2p11) =0]
_ Ak d
- 1S S| S|

und das war zu zeigen. O

In Anwendungen wahlt man zum Beispiel eine beliebige Teilmenge S von 2 - d Korperelemen-
ten. Wenn félscherlicherweise verworfen wird, dann ist p — ¢ vom Nullpolynom verschieden,
aber k-maliges zufilliges unabhéngiges Ziehen von Vektoren fiihrt stets auf Nullstellen. Wenn
wir 7 := p — ¢ setzen, erhalten wir dafiir hochstens eine Wahrscheinlichkeit von 27%. Folglich
besitzt unser Algorithmus einen einseitigen Fehler von héchstens 275,

Aufgabe 19

Gegeben sind drei n X n Matrizen A, B, C mit Eintragen aus ZZ. Es soll entschieden werden, ob AB = C. Gib
einen randomisierten Algorithmus an, der das Problem in Zeit O(n?) mit beschrinktem Fehler 16st. Dabei sind
Additionen und Multiplikationen in Zeit O(1) erlaubt.

Aufgabe 20
Beim Pattern Matching Problem sind ein bindrer Text der Lénge n sowie ein bindres Muster der Linge m < n
gegeben. Es soll eine Stelle im Text gefunden werden, an der das Muster im Text auftritt, falls eine solche
existiert.

Gib einen Algorithmus an, der das Problem in Zeit O(n) auf einer probabilistischen Registermaschine 16st.
Wir nehmen dabei an, dass arithmetische Operationen fiir Operanden mit O(log, n) Bits in einem Schritt
ausgefithrt werden.
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HINWEIS: Sei p eine zufillige Primzahl aus {1,...,n*}. Fiir feste, aber beliebige = # y € {0,1}™ ist die
Wahrscheinlichkeit, dass Zahl(z) = Zahl(y) mod p, kleiner als 1/n.

Aufgabe 21
G=(VUW,E)mit n:=|V | =| W | sel ein bipartiter, ungerichteter Graph. A = [@vw]|i<v,w<n sel eine
Matrix, die Unbestimmte x,,., enthélt, wobei

{ ZTow {v,w}€EFE
Qyw =

0 sonst.

1. Zeige: G besitzt ein perfektes Matching genau dann, wenn die Determinante von A nicht das Nullpoly-
nom ist. Hinweis: Wenn S,, die Gruppe aller Permutationen bezeichnet, ist die Determinante durch

det(A) = Z signum (o) H @i 0 (i)
i=1

oc€Sn

gegeben.

2. Entwirf einen polynomiellen Algorithmus, der auf Determinatenberechnung basiert, und entscheidet, ob
G ein perfektes Matching besitzt. Falls der Algorithmus ein perfektes Matching behauptet, muss die
Antwort stimmen. Entscheidet der Algorithmus, dass ein perfektes Matching nicht existiert, so muss die
Antwort mit Wahrscheinlichkeit mindestens % stimmen.

Hinweis: Die Berechnung des Wertes einer Determinaten einer Matrix mit reellen Eintridgen gelingt in
polynomieller Zeit. Daher ist dieser Ansatz Grundlage schneller paralleler Algorithmen fiir Matching-
und Flussprobleme.

3. Zeige, wie man durch einen effizienten randomisierten Algorithmus ein perfektes Matching bestimmt,
wenn ein perfektes Matching existiert.

Aufgabe 22
Zwei Prozessoren A und B sind gegeben. A besitzt eine Eingabe z € {0,1}", B eine Eingabe y € {0,1}". Es
ist zu entscheiden, ob z = y. Die Prozessoren haben unbeschrinkte Rechenkraft, kennen aber die Eingabe des
jeweils anderen Prozessors nicht. A kann jedoch (deterministisch oder randomisiert) eine von z abhingende
Nachricht

nachricht(z) € {0,1}"

an B senden. B muss dann anhand dieser Nachricht und der eigenen Eingabe entscheiden, ob z = y gilt. Die
Vereinbarung, wie A zur zu sendenden Nachricht kommt und wie B aus Nachricht und seiner Eingabe die
Antwort ermittelt, nennt man Protokoll.

1. Zeige, dass jedes deterministische Protokoll im worst case > n Bits versenden muss.

2. Entwirf ein randomisiertes Protokoll, das O(log,(n)) Bits sendet. Eingaben mit z = y miissen in jedem
Fall akzeptiert werden. Eingaben mit z # y miissen mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — % verworfen
werden.

Hinweis: Fingerprinting.

2.2.2 Universelles Hashing

Offensichtlich kénnen wir fiir jede Hashfunktion, ob fiir Hashing mit Verkettung oder fiir
Hashing mit offener Addressierung, eine worst-case Laufzeit von ©(n) erzwingen. Wir miissen
also Gliick haben, dass unsere Operationen kein worst-case Verhalten zeigen.

Aber was passiert, wenn wir mit einer Klasse H von Hashfunktionen arbeiten, anstatt
mit einer einzelnen Hashfunktion? Zu Beginn der Berechnung wéhlen wir zufillig eine Hash-
funktion h € H und fithren Hashing mit Verkettung mit dieser Hashfunktion durch. Die Idee
dieses Vorgehens ist, dass eine einzelne Hashfunktion durch eine bestimmte Operationenfolge
zum Scheitern verurteilt ist, dass aber die meisten Hashfunktion mit Bravour bestehen. Die
erste Frage: Was ist eine geeignete Klasse H?
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Definition 2.18 Eine Menge H C {h | h: U — {0,...,m — 1}} ist c-universell, falls fiir alle
x,y € U mit x #£ y gilt, dass

H
{he I | h(a) = hi)} < e 2]
Wenn H c-universell ist, dann gilt
[{he H | h(z)=h@)i _ c
|H]| m

und es gibt somit keine zwei Schliissel, die mit Wahrscheinlichkeit grofier als = auf die gleiche
Zelle abgebildet werden. Gibt es c-universelle Klassen von Hashfunktionen fiir kleine Werte
von ¢? Offensichtlich, man nehme zum Beispiel alle Hashfunktionen und wir erhalten ¢ =
1. Diese Idee ist alles andere als genial: Wie wollen wir eine zufillig gewéhlte, beliebige
Hashfunktion auswerten? Der folgende Satz liefert eine kleine Klasse von leicht auswertbaren
Hashfunktionen.

Satz 2.19 Es sei U ={0,1,2,...,p — 1} fiir eine Primzahl p. Dann ist

H="{hqp | 0<a,b<p, hep(xz)=((axz+b) mod p) mod m}

py2,

c-universell mit ¢ = ([£] / &

Die Hashfunktionen in H folgen dem Motto
erst durchschiitteln (x — y = (az + b) mod p) und dann hashen (y — y mod m)*.

Beweis: Seien z,y € U beliebig gewihlt. Es gelte hgp(z) = hap(y).
Dies ist genau dann der Fall, wenn es ¢ € {0,...,m — 1} und r, s € {0, ..., [2] — 1} gibt mit

ar + b =
ay + b =

od p

+ r-
+ s- od p.

q m m
(%)

q m m
Fiir fixierte Werte von r, s und ¢ ist dieses Gleichungssystem (mit den Unbekannten a und b)
eindeutig losbar. (Da p eine Primzahl ist, miissen wir ein Gleichungssystem iiber dem Korper

Zp 16sen. Die Matrix des Gleichungssystem ist

zl

yl
und damit reguldr, denn x # y). Die Abbildung, die jedem Vektor (a,b) (mit hqp(z) =
hap(y)), den Vektor (g,r,s) mit Eigenschaft (x) zuweist, ist somit bijektiv. Wir beachten,

dass es m - ([%1)2 viele Vektoren (g, r,s) gibt und erhalten deshalb

{he | hi)=hw) < m-(127)°

- (Bvay Lo

denn ¢ = ([£] / £)? und |H| = p*. O
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Die Annahme ,,U = {0, ...,p — 1} fiir eine Primzahl p*“ sieht auf den ersten Blick realitéits-
fremd aus, aber wer hindert uns daran U so zu vergrofiern, dass die Méchtigkeit von der Form
“Primzahl” ist? Niemand!

Sei H eine beliebige c-universelle Klasse von Hashfunktionen und sei eine beliebige Folge
von n — 1 insert-, remove- und lookup-Operationen vorgegeben. Wir betrachten die n-te
Operation mit Operand x und mochten die erwartete Laufzeit dieser Operation bestimmen.

Beachte, dass der Erwartungswert iiber alle Hashfunktionen in H zu bestimmen ist. Die
Operationenfolge ist fest vorgegeben und kénnte moglicherweise von einem cleveren Gegner
gewahlt worden sein, um unser probabilistisches Hashingverfahren in die Knie zu zwingen.
Der Gegner kennt sehr wohl die Klasse H, aber nicht die zufillig gewéhlte Funktion h € H.

Sei S die Menge der vor Ausfithrung der n-ten Operation prisenten Elemente aus U. Die
erwartete Laufzeit der n-ten Operation bezeichnen wir mit E,. Die erwartete Anzahl von
Elementen, mit denen der Operand x der n-ten Operation kollidiert, sei mit K, bezeichnet.
Dann gilt

E, = 1+K, = > Hy €S| h(z)=ny}
|H|heH

:1+—Z oo

hGH yES,h(z)=h(y)

ey X

y€S he H,h(z)=h(y)

1 |H|
H]| ZC'W’
)

IN
—_
+
|

denn die Klasse H ist c-universell! Und damit folgt

S

m

n—1
< l+4e¢c¢-

m

Jetzt konnen wir auch sofort die erwartete Laufzeit £ der ersten n Operationen bestim-
men:

E = E+..+E,

< Zn:(lJrc-iT_nl)

i=1
n
= n+—-) (i—1)
m =1
_ n—i—i-n.(n_l)
m 2
c n
< n-(14+=.=2
=" ( +2 m)

und die erwartete Laufzeit ist linear, wenn n = O (m).
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Satz 2.20 Sei H eine c-universelle Klasse von Hashfunktionen. Fine Folge von n Operatio-
nen sei beliebig, zum Beispiel in worst-case Manier, gewdhlt. Dann ist die erwartete Laufzeit
aller n Operationen durch

cn
n(l-l——-—)
m

nach oben beschrinkt.

Aufgabe 23
Sei S C U eine Schliisselmenge mit |S| = n. H sei eine Klasse c-universeller Hashfunktionen fiir Tabellengroe
m. Bi(h) = h~'(i) N S ist die Menge der von h auf i abgebildeten Schliissel.

(a) Zeige, daB bei zufilliger Wahl der Hashfunktion h aus H gilt:

B (B - [B.(w)) < =D,

m

7

(b) Die Ungleichung von Markov besagt: Prob(z > aE[z]) < 1/a fiir alle Zufallsvariablen = und alle a > 0.
Zeige:

Prob(3" [Bi(h)* > n + aMm*U) <1/a.

(c) Bestimme m, so daf eine zufiillige Hashfunktion mit Wahrscheinlichkeit 1/2 injektiv auf S ist.

2.3 Stichproben

Der Entwurf randomisierter Algorithmen
durch die Berechnung auf Stichproben mit nachfolgender Extrapolation

ist ein erfolgreiches Entwurfsprinzip. Hier beschéftigen wir uns mit Anwendungen im Clo-
sest Pair Problem und in Datenstrémen. Wir lernen weitere Anwendungen im Kapitel iiber
Markoff-Ketten kennen.

2.3.1 Das Closest Pair Problem

Aufgabe 24
Eine Quelle liefert uns fortlaufend paarweise verschiedene Datensitze. Wir konnen k Datenséitze gespeichert
halten. Von einem angelieferten Datensatz miissen wir sofort entscheiden, ob wir ihn speichern oder ihn un-
wiederbringlich ignorieren. Entscheiden wir uns ihn zu speichern und ist kein Platz im Speicher mehr frei, so
miissen wir auch sofort entscheiden, welcher der gespeicherten k Datensétze geloscht wird.

Wir streben dabei eine Gleichverteilung an. Nach n Datensétzen mit n > k soll also jede k-elementige

Teilmenge der Datensdtze mit Wahrscheinlichkeit ﬁ als Stichprobe auftreten. Dabei ist uns die Zahl der
k
Datensétze n zur Laufzeit nicht bekannt.

Beschreibe einen Algorithmus zur Lésung des Problems. Konzentriere dich dabei vor allem auf den Nach-
weis der Gleichverteilungseigenschaft.

Aufgabe 25

Ein Parallelrechner mit n Prozessoren soll das Maximum von n Zahlen in erwartet konstanter Zeit bestimmen.
Jeder Prozessor erhélt eine Eingabezahl. Zur Verfiigung steht eine Z#hleinheit, die n Bits als Eingabe erhélt
und die Anzahl der Einsen in der Eingabe in konstanter Zeit bestimmt.

Dartiber hinaus kénnen wir eine Maximumseinheit benutzen. Der Maximumseinheit kann eine beliebig
grofle Menge von Zahlen iibergeben werden. Innerhalb von einem Schritt gibt sie das Maximum aller Einga-
bezahlen zuriick. Allerdings entstehen uns fiir jede Berechnung eines Maximums aus k Zahlen Kosten in Hohe
von k? Einheiten.
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Beschreibe einen Las Vegas Algorithmus, der in erwartet konstanter Zeit das Maximum von n Zahlen
bestimmt und dabei erwartete Kosten von O(n) verursacht. Jedem Prozessor steht eine eigene Zufallsquelle
zur Verfiigung.

Im Closest-Pair Problem sind n Punkten p1, ..., p, € R? gegeben und ein Paar (p;, p;) nichst-
liegender Punkte ist zu bestimmen. Mit Hilfe von Voronoi-Diagrammen ldsst sich das Closest-
Pair Problem in Zeit O(n -logy n) l6sen. Wir stellen hier einen weitaus schnelleren Linearzeit-
Algorithmus vor.

Der Minimalabstand zwischen zwei Punkten sei §. Der Algorithmus berechnet ein Git-
ter I'), mit quadratischen Zellen der Seitenlinge pu > 6. Wir machen eine Reihe einfacher
Beobachtungen.

- Die Punkte eines néchstliegenden Paares liegen in derselben oder benachbarten Zellen
des Gitters I',,.

- Eine Zelle von I';, enthilt héchstens (2 - £)? Punkte.

Das zentrale Problem ist also die Berechnung einer guten Approximation des Minimalabstands
0. Unser Algorithmus wahlt einen zufilligen Punkt p € P als Stichprobe und berechnet
den minimalen Abstand §(p) von p zu einem Punkt aus P. Wir machen Fortschritte in der
Approximation von ¢, denn im Erwartungsfall gilt 6(¢) > (p) fiir mindestens die Hlfte aller
Punkte q.

Algorithmus 2.21
(1) Sei Py = P die Menge der vorgegebenen Punkte. Setze i = 0.
(2) Wiederhole, solange bis P; = ():
(2a) Wahle einen Punkt p € P; zufillig. Bestimme §; = min{ |[p—¢|||¢€ P, pF# q }.

Kommentar: Beachte, dass die Laufzeit proportional zur Groéfle von P; ist.

(2b) Setze Q = P; und entferne alle Punkte aus @), die keinen weiteren Punkt aus P; in
ihrer oder einer benachbarten Zelle von I's, /3 besitzen. Wir nennen die entfernten
Punkte isoliert. Setze Py = Q.

Kommentar: Es ist stets 6 < §;. Wenn P,y 1 = () nach der Entfernung isolierter
Punkte, dann ist offensichtlich % < § < §; und insbesondere ist 6 < §; < 3-9. Wir
haben in diesem Fall also eine gute Approximation von § gefunden.

Achtung: Wie bestimmt man die Menge der isolierten Punkte in Linearzeit?
(2¢) Setze i =1+ 1.

(3) Setze i =i — 1. Bestimme den Abstand zwischen je zwei Punkten p,q € P;, die sich in
derselben oder benachbarten Zellen von I';; befinden. Ermittle den Minimalabstand.

Kommentar: Es ist § < §; < 3-8 und damit befinden sich hochstens (2-3)? = 36 Punkte
in einer Zelle von I'5,. Schritt (3) verlduft also in linearer Zeit.

Bis auf die Implementierung von Schritt (2b) ist der Algorithmus vollstdndig beschrieben.

Aufgabe 26
Implementiere Schritt (2b) in erwarteter Zeit O(| F;l).
Hinweis: Hashing.
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Satz 2.22 Algorithmus 2.21 bestimmt den Minimalabstand einer Punktemenge im R? in er-
wartet linearer Zeit.

Beweis: Da Schritt (3) sogar in worst-case linearer Zeit verlduft, geniigt der Nachweis von

> ElIRI] = 0. (2.2

Was ist die erwartete Grofie von P;?

Behauptung 2.1 Wenn Schritt (2) fir eine Menge P; ausgefiihrt wird, dann werden im
Erwartungsfall mindestens die Hilfte aller Punkte entfernt.

Beweis der Behauptung: Wir definieren 6(p) = min{ |[p —¢q|| | ¢ € P;, p # q } als den
Abstand von p € P; zu einem néchstliegenden Punkt in P;. Wenn p < §(p), dann ist p im
Gitter I, /3 isoliert, denn der Abstand zwischen Punkten aus benachbarten Zellen von I, /3
ist hochstens v/8 - p/3 < p.

Fiir P, = {q1,...qn} gelte 0.B.d.A. 6(¢q1) < - < §(¢mm). Nach der obigen Uberlegung sind
also mindestens m — k + 1 Punkte aus F; im Gitter I's, /3 isoliert. Wihlen wir einen Punkt
zufillig aus der Menge P;, dann ist die erwartetet Anzahl isolierter Punkte damit mindestens

m

Zm—k—l—l_m-(m+1)_m+1

m 2-m 2
k=1

und das war zu zeigen.
Zum Nachweis von (2.2) geniigt der Nachweis von

n
B[R] < .

Wir fiithren einen induktiven Beweis, der im Basisfall wegen Py = P trivial ist. Fiir den
induktiven Schritt beachten wir

oo
E[|Py1]] = > prob[|[P|=m] E[|Pia| | |F] =m]
m=0
> m—1
< Y prob[ [P =m]- T—
m=0
1 n
< BRI < 5
wobei die letzte Ungleichung aus der Induktionshypothese folgt. O

2.3.2 Zaiahlen in Datenstromen

Im Datenstrom Modell (engl. streaming data model) stromen Daten fortlaufend ein und Be-
rechnungen sind in Echtzeit, bzw in wenigen Datendurchléufen zu erbringen. Beispiele sind
die fortlaufende Protokollierung von Telefonanrufen durch weltweit agierende Telefonunter-
nehmen und die damit verbundenen Reaktionen auf {iberlastete Leitungen oder die Daten-
analyse in der Abwehr einer Denial-of-Service Attacke.
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Aufgabe 27

Wir erhalten einen Datenstrom von n—1 verschiedenen Zahlen aus der Menge {1, ..., n} und méchten feststellen
welche Zahl fehlt. Wir diirfen mit einem Speicher der Grofie O(log, n) arbeiten. Entwirf einen Algorithmus,
der die Zahlen der Reihe nach einmal liest und dann die fehlende Zahl bestimmt.

Wir nehmen an, dass (z, | n € N) der Datenstrom ist, wobei der Schliissel z,, zum
Zeitpunkt n erscheine. Wir mochten fiir jeden Zeitpunkt n zumindest approximativ feststellen,
wieviele verschiedene Schliissel wir bisher erhalten haben. Das Problem ist nicht-trivial, denn
wir miissen annehmen, dass das Universum aller moglichen Schliissel extrem grof} ist und eine
Abspeicherung der bisher erhaltenen verschiedenen Schliissel fiir grole Werte von n deshalb
nicht moglich ist.

Wir versuchen stattdessen, eine verlissliche Stichprobe verschiedener Schliissel zu berech-
nen. Dazu weisen wir jedem gesehenen Schliissel eine zuféllig berechnete Prioritéit zu und hal-
ten alle Schliissel ab einer Mindestprioritét als Stichprobe fest. Wenn die Stichprobe iiberléuft,
dann ist die Mindestprioritdt um 1 hochzusetzen und alle Schliissel mit zu kleiner Prioritdt
werden entfernt.

Algorithmus 2.23 Bestimmung einer Stichprobe verschiedener Schliissel

(0) m sei eine Zweierpotenz.

(1) Bestimmung der Prioritéten. Wéhle Parameter A € {1,...,m—1} und B € {0,...,m—
1} zuféllig und definiere die Hashfunktion hg p(u) = (A-u+B) mod m. Schlieflich wihle

p(u) = die Anzahl der fithrenden Nullen in der Bindrdarstellung von ha p(u)
als Prioritétszuweisung. (Wir fordern, dass die Binérdarstellung die exakte Lénge logy, m

besitzt.)

Kommentar: Beachte, dass prob| p(u) > k] =27*.

(2) Setze PRIORITAT= 0 und STICHPROBE= §. S sei die erlaubte MaximalgréBe einer
Stichprobe.

Wiederhole fir ¢ =1,...,n:

(2a) Fiige x; zur Menge STICHPROBE hinzu, falls p(z;) > PRIORITAT.

(2b) Solange STICHPROBE mehr als S Schliissel besitzt, entferne alle Schliissel z mit
p(z) = PRIORITAT und erhthe PRIORITAT um 1.

(3) Setze p =PRIORITAT und gib 27 - |[STICHPROBE| als Schiitzung aus.
Es ist prob[ p(z) > p] = 277 und deshalb folgt fiir p = PRIORITAT

E[ |STICHPROBE|] = > prob[ p(z) > p]

x ein Schliissel

= 27P. Anzahl verschiedener Schliissel.

Die Schétzung in Schritt (3) ist also gut, wenn grofie Abweichungen vom Erwartungswert
E[ |STICHPROBE] | nicht wahrscheinlich sind.
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Aufgabe 28
Bestimme die Varianz V[ [STICHPROBE| ] und zeige, dass V[ |STICHPROBE| | = O(E[ [STICHPROBE] ]).

Wir setzen E = E[ |[STICHPROBE]| | und die Tschebyscheff Ungleichung liefert somit

E 1

prob | [STICHPROBE| — E| > ¢ E'] = O(5—3) = O(5—4)-

Sei V die Anzahl der verschiedenen Schliissel. Dann ist V' = 2P - E und wir erhalten

prob[ | 27 - [STICHPROBE| — V| > ¢ -V ]
= prob[| 2?7 |STICHPROBE| -2V - E| >¢-27 - E |
1
- 0(52 . E)

Unsere Schitzung wird also umso exakter sein, je grofler der Erwartungswert FE ist, d.h.
je groBer die tatsichliche Anzahl verschiedener Schliissel ist. Abweichungen um v/E sind
allerdings durchaus wahrscheinlich.

Wie konnen wir die VerlaBlichkeit ,,boosten®, also mit mehreren Messungen eine exaktere
Schitzung erhalten? Wir kennen das richtige Vorgehen bereits aus Beispiel 1.4, wir sollten
nédmlich den Median aller Messungen als unsere Schitzung ausgeben:

Aufgabe 29
Es gelte prob[ | 2 - [STICHPROBE| — V| >¢-V ] < 1.

Wir setzen S = % und wiederholen Algorithmus 2.23 O(In(}))-mal mit zufélligen und unabhéngig von-
einander gew#hlten Prioritdtszuweisungen. Wir bestimmen alle Stichprobengréfien (nach entsprechender Ska-
lierung mit 2P) und geben den Median aus.

Zeige: Wir erhalten eine bis auf den Faktor 1 + ¢ exakte Schiatzung mit Wahrscheinlichkeit 1 — §. Also
geniigt die Speicherplatzkomplexitét O(EL2 - ln(%)).

2.4 Randomisierung in Konfliktsituationen

Wir betrachten das Byzantine Agreement Problem: Die Armee von Byzanz ist in mehrere
Divisionen aufgeteilt. Jede Division wird von einem loyalen oder illoyalen General befehligt.
Die Generidle kommunizieren iiber Boten, um sich entweder auf , Angriff“ oder auf , Riick-
zug* einheitlich festzulegen; die illoyalen Generile versuchen allerdings durch betriigerische
Nachrichten eine Einigung auf eine sinnvolle Entscheidung zu verhindern. Kann trotzdem ein
sinnvolles einheitliches Vorgehen der loyalen Generile erreicht werden? Insbesondere ist zu
fordern, dass eine bestimmte Vorgehensweise dann umzusetzen ist, wenn alle loyalen Generile
aufgrund ihrer individuellen Beobachtungen diese Vorgehensweise vorschlagen.

In der Sprache verteilter Systeme erhalten wir die folgende Formalisierung: Ein Netzwerk
von n Prozessoren ist vorgegeben, wobei ¢ Prozessoren fehlerhaft sind und moglicherweise
versuchen, die Berechnung des Netzwerks bosartig zu storen. Jeder der Prozessoren kann
mit jedem anderen Prozessor in einem Berechnungsschritt ,reden“. Zu Anfang starten die
Prozessoren mit jeweils einem KEingabebit. Wir mochten ein Protokoll mit den folgenden
Eigenschaften herleiten:

(a) Die fehlerfreien Prozessoren haben sich am Ende der Berechnung auf ein Bit b geeinigt.

(b) Wenn alle fehlerfreien Prozessoren dasselbe Eingabebit ¢ besitzen, dann ist eine Einigung
auf Bit ¢ erforderlich.
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Natiirlich kénnen die fehlerfreien Prozessoren Eingabebits ihrer Kollegen anfordern und eine
Mehrheitsentscheidung durchfiihren. Dieses Vorgehen kann aber durch bosartige Prozesso-
ren hintertrieben werden, wenn Mehrheiten fiir unterschiedliche fehlerfreie Prozessoren durch
unterschiedliche Kommunikationen gekippt werden.

Im folgenden nehmen wir an, dass ¢t < g, und wir erlauben somit eine beachtliche Zahl
bosartiger Prozessoren. Desweiteren fordern wir, dass in jedem Berechnungsschritt ein globales
Zufallsbit zur Verfiigung steht. Das folgende Protokoll erreicht eine Einigung in erwarteter
konstanter Zeit und ist resistent gegen jede Form von Bosartigkeit.

Algorithmus 2.24 Byzantine Agreement

(1) Setze T = §. Die Schwellenwerte NIEDRIG= § + 7'+ 1, Hoch= § + 27 + 1 und
ENTSCHEIDUNG= 5 + 3T + 1 werden benutzt.

Kommentar: Wir beschreiben im Folgenden nur die Aktionen der fehlerfreien Prozesso-
ren. Beachte, dass ENTSCHEIDUNG = 2 + 37 + 1 = 1 4 1 gilt.

(2) Prozessor i besitze b; als sein Eingabebit und votiert anfanglich fiir b;.
(3) Wiederhole, solange bis eine Entscheidung getroffen wird:

(3a) Jeder Prozessor sendet sein Votum an alle anderen Prozessoren.

Kommentar: Bosartige Prozessoren kommunizieren moglicherweise verschiedene
Voten oder verschicken keine Voten. Bei Nichterhalt eines Votums wird das Bit
0 als ,,empfangen® angesehen.

(3b) Jeder Prozessor empfingt die Voten seiner Kollegen. Erhélt Prozessor i eine Mehr-
heit von Voten fiir Bit 1, dann wird Bit; = 1 und ansonsten Bit; = 0 gesetzt.
Stimmen; ist die Stimmenanzahl fiir das gewinnende Bit.

(3c) Die Prozessoren wihlen den Schwellenwert S € { NIEDRIG, HOCH }, abhéngig
vom Wert des globalen Zufallsbits.

(3d) Wenn Stimmen; > S, dann behélt Prozessor i seine bisherige Wahl bei und setzt
ansonsten Bit; = 0.

(3e) Wenn Stimmen; > ENTSCHEIDUNG, dann legt sich Prozessor i endgiiltig auf
seine bisherige Wahl fest.

Fiir die Analyse des Protokolls ist die folgende einfache Beobachtung wesentlich.

In jeder Runde gilt fiir je zwei fehlerfreie Prozessoren, dass die erhaltenen Stimmen fiir
Bit 0 bzw. Bit 1 um hdochstens ¢ differieren, denn nur bosartige Prozessoren kénnen
unterschiedliche Voten abgeben.

Als Konsequenz erhalten wir die folgenden Beobachtungen.

(1) Wenn alle fehlerfreien Prozessoren eine Runde mit demselben Bit beginnen, dann ent-
scheiden sie sich alle in dieser Runde, denn ihre Stimmenmehrheit ist mindestens n—¢ >
%” +1 > ENTSCHEIDUNG. Insbesondere ist also Eigenschaft (b) des Byzantine Agree-
ment erfiillt.
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(2) Wenn fiir irgendeinen fehlerfreien Prozessor Stimmen; > HOCH = § + 27" + 1, dann
tibertrifft die Stimmenmehrheit eines jeden fehlerfreien Prozessors den Schwellenwert
NIEDRIG. Mit Wahrscheinlichkeit % wird aber NIEDRIG als Schwellenwert in Schritt
(3c) gewiihlt und alle fehlerfreien Prozessoren beginnen in diesem Fall die néichste Runde
mit demselben Bit.

Wir wenden Beobachtung (1) an und erhalten, dass unter dieser Fallannahme eine Fest-
legung mit Wahrscheinlichkeit % in der néchsten Runde erfolgt.

(3) Wenn fiir alle fehlerfreien Prozessor Stimmen; < HOCH = § + 27"+ 1, dann setzen alle
fehlerfreien Prozessoren mit Wahrscheinlichkeit 3 ihr Bit in Schritt (3d) auf Null, da
der Schwellenwert HOCH mit Wahrscheinlichkeit 1 in Schritt (3c) gewéhlt wird.

Also erfolgt auch unter dieser Fallannahme eine Festlegung mit Wahrscheinlichkeit % in

der nichsten Runde.

Die Beobachtungen (2) und (3) zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 eine Festlegung in der
néchsten Runde erfolgt.

Satz 2.25 Algorithmus 2.24 erreicht eine Festlequng nach einer erwarteten Zahl von héchstens
drei Runden.

Fazit: Algorithmus 2.24 randomisiert im Schritt (3c) erfolgreich gegen die Aktionen bésartiger
Prozessoren. Ein dhnliches Vorgehen ist auch fiir on-line Algorithmen erfolgreich, wenn gegen
die Zukunft randomisiert wird. In beiden Féllen stellt sich heraus, dass sich ein Gegner (also
bosartige Prozessoren oder zukiinftige Eingaben) nicht gegen die verschiedenen Aktionen
nach Randomisierung durchsetzen kann: Die Aktionen randomisierter Algorithmen sind nicht
voraussagbar.

Aufgabe 30

Zeige: Wenn sich ein fehlerfreier Prozessor festgelegt hat, dann werden sich alle weiteren fehlerfreien Prozessoren
spétestens in der néchsten Runde festlegen: Prozessoren miissen deshalb im worst-case hichstens eine Runde
warten.

Aufgabe 31
Wir haben gezeigt, dass weniger als ¢ fehlerhafte Prozessoren die fehlerfreien Prozessoren nicht an einer
Einigung innerhalb konstanter erwarteter Rundenzahl hindern koénnen. Zeige, dass durch geschickte Wahl der

Schwellenwerte auch eine Anzahl von an fehlerhaften Prozessoren mit o > % toleriert werden kann.

Aufgabe 32
Wir betrachten Algorithmus 2.24. Wir nehmen nun in einem neuen Modell an, dass alle Zufallsbits allen
Prozessoren von vornherein bekannt sind.

Zeige, dass es Eingaben fiir die fehlerfreien Prozessoren gibt, so dass g — 1 fehlerhaften Prozessoren eine
Einigung verhindern kénnen.

2.5 Symmetry Breaking

Wir betrachten parallele Graph-Algorithmen fiir Shared Memory Architekturen: Parallel ar-
beitende Prozessoren kénnen auf die Register eines gemeinsamen Speichers entweder mit Lese-
oder Schreiboperationen zugreifen. Wir erlauben, dass jedes Register von mehreren Prozesso-
ren lesbar ist. Sollten mehrere Prozessoren dasselbe Register beschreiben wollen, so “gewinnt”
irgendeiner der beteiligten Prozessoren, das parallele Programm weiss aber nicht welcher.

In effizienten parallelen Algorithmen werden Prozessoren die iiberwiegende Zeit auf den
ihnen zugewiesenen Aufgaben arbeiten und die teure Kommunikation mit anderen Prozesso-
ren auf ein absolutes Minimum reduzieren. Wie erreicht man es dann ohne Kommunikation,
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dass sich die Prozessoren in verschiedene Typen mit unterschiedlichen Zielen aufspalten? Die
Methode des Brechens der Symmetrie stellt sich hier als sehr erfolgreich heraus.

2.5.1 Zusammenhangskomponenten

Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph mit n Knoten und m Kanten. Unser Ziel ist die
Bestimmung aller Zusammenhangskomponenten?®.

Unser Algorithmus beginnt mit einem Wald aus Einzelknoten, wobei jeder Knoten {iber
eine Eigenchleife mit sich selbst verbunden ist. Knoten mit Eigenschleifen sind ein triviales
Beispiel eines Sterns: Ein Stern besteht aus einem ausgezeichneten Knoten, der Wurzel und
anderen Knoten, die sdmtlich eine Kante zur Wurzel besitzen.

Qroot

Abbildung 2.1: Ein Stern.

Sterne werden stets Teilmengen von Zusammenhangskomponenten sein. Wenn zwei Sterne
Teilmengen derselben Zusammenhangskomponente sind, dann kénnen wir sie verschmelzen:
Wir wéhlen eine Wurzel aus, verbinden alle Knoten des anderen Sterns mit der ausgewéhlten
Waurzel und erhalten einen Stern fiir die Vereinigungsmenge.

Welche Sterne sollen wir miteinander verschmelzen? Wir miissen auf jeden Fall eine se-
quentielle Kette von Verschmelzungsschritten (mache Stern sg zu einem Teilstern von sq, s3
zu einem Teilstern von sg, s4 zu einem Teilstern von s3 etc.) vermeiden, wenn wir eine schnelle
Berechnung anstreben.

Algorithmus 2.26 Die Bestimmung von Zusammenhangskomponenten
/* Der ungerichtete Graph G = (V, E) mit |V| = n und |E| = m ist gegeben. Wir arbeiten
mit n + m Processoren, ndmlich einem Prozessor fiir jeden Knoten und jede Kante von G. */

(1) for i =1 to n pardo Vater[i] = i;

/* Das Vater-Array definiert n Sterne aus Einzelknoten. Eine Kante {u,v} € E heifit
lebendig, wenn % und v zu verschiedenen Sternen gehoren. Beachte, dass zu Anfang alle
Kanten lebendig sind. */

(2) while (G hat lebendige Kanten) do

(a) Jede Wurzel w, also jeder Knoten w mit Vater[w] = w, wihlt ein Geschlecht
g(w) € {0, 1} zufdllig und weist sein Geschlecht den Kindern zu. Wir interpretieren
0 als ménnlich und 1 als weiblich.

/* Wir brechen die Symmetrie durch Zufallsentscheidungen. */

3Eine Teilmenge C C V ist genau dann eine Zusammenhangskomponente von G, wenn je zwei Knoten von
C durch einen Weg verbunden sind und wenn es keinen Knoten in V' \ C gibt, der mit einem Knoten in C
durch einen Weg verbunden ist.
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(b) Angenommen, u gehort zu einem ménnlichen Stern m und v zu einem weiblichen
Stern w. Der fiir die Kante {u,v} verantwortliche Prozessor versucht, w in das
Register von m zu schreiben.

/* Irgendein Kanten-Prozessor wird gewinnen, wir wissen aber nicht welcher. */

(¢c) Wenn w(m) der Inhalt des Registers von m ist, dann wird die Wurzel von m durch
eine Kante mit der Wurzel von w(m) verbunden: m wird zu einem Teilstern von
w(m).

/* Wir haben Ketten von Verschmelzungsschritten verhindert! */

(d) for ¢ =1 to n pardo Vater[i] = Vater|[Vater[i]];

/* Die Stern-Eigenschaft ist wieder hergestellt. */

Beispiel 2.3 Wir zeigen das Ergebnis der ersten Iteration fiir einen Graph von 8 Knoten.
Weibliche Knoten besitzen zwei Kreise und die von ménnlichen Knoten ausgewéhlten Kanten
sind markiert.

Graph: @ 2 @
J— W © O—W

Vater-Zeiger:

» O 6

Wir haben fiinf Sterne erhalten. Fiir die zweite Iteration nehmen wir an, dass die Sterne der
Knoten 1 und 8 weiblich sind und dass alle anderen Sterne ménnlich sind.
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Graph: @ @

Vater-Zeiger: /\

{1,2,3,4,5} und {6, 7,8} sind die Zusammenhangskomponenten von G.

Wir beginnen unsere Analyse mit der folgenden Beobachtung.
Lemma 2.27

(a) Zu jeder Zeit gehiren alle Knoten eines Sterns derselben Zusammenhangskomponente
an.

(b) Algorithmus 2.26 berechnet alle Zusammenhangskomponenten.
(c) Jede Iteration der while-Schleife liuft in Zeit O(1).

Wir sagen, dass ein Stern lebendig ist, wenn einer seiner Knoten Endpunkt einer lebendigen
Kante ist. Wir sagen, dass die Wurzel eines Sterns verschwindet, wenn der Stern an einen
anderen Stern angehéngt wird.

Lemma 2.28 S sei ein Stern. Wenn S eine echte Teilmenge einer Zusammenhangskompo-

nente ist, dann verschwindet S in einer Iteration mit Wahrscheinlichkeit mindestens i.

Proof: Betrachte eine lebendige Kante {u, v} fiir einen Knoten u € S. Mit Wahrscheinlichkeit

i wird der Stern von v ménnlich und der Stern von v weiblich. Die Wurzel von S verschwindet
1

also mit Wahrscheinlichkeit mindestens i O

Satz 2.29 Die erwartete Laufzeit von Algorithmus 2.26 ist durch O(logyn) beschrdinkt. Ins-
besondere geniigen 5 -log, n Iterationen der while-Schleife mit Wahrscheinlichkeit mindestens
1-— % Wir arbeiten mit n + m Prozessoren.
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Beweis: Wir wihlen einen beliebigen Knoten w aus und bestimmen die Wahrscheinlichkeit
Pw, dass w nicht nach 5 - logy n Iterationen verschwindet:

5-logy n 5-logy n log, n logy n
e (1LY e s\ Ve
4 4 1024 4

Damit ist also die Wahrscheinlichkeit, dass irgeindeiner der n Knoten nicht nach 5 - logyn

Iterationen verschwindet, héchstens n - n=2 = % und das war zu zeigen. Die néchte Ubungs-

aufgabe behandelt die Analyse der erwarteten Laufzeit. O

Aufgabe 33
Zeige, dass Algorithmus 2.26 die erwartete Laufzeit hochstens O(log, n) besitzt.

2.5.2 Maximale unabhingige Mengen

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) suchen wir nach einer gréiten Menge I C V, so
dass keine zwei Knoten benachbart sind. Das Independent Set Problem ist NP-vollsténdig, und
wir sind deshalb sogar zufrieden, wenn wir eine lokal maximale, also eine nicht-vergréfierbare
unabhéngige Menge I bestimmen kénnen. Das folgende Beispiel zeigt die grofite unabhéngige
Menge und ein lokales Maximum fiir einen Graphen mit drei Knoten.

lokales Maximum
Independent-Set-Losung

Hier ist ein trivialer Algorithmus fiir die Bestimmung einer lokal maximalen unabhingigen
Menge.

Algorithmus 2.30 Der sequentielle Independent Set Algorithmus.

(1) Der ungerichtete Graph G = (V, E) ist gegeben. Setze I = (.
(2) Solange V # () wiederhole

Entferne einen beliebigen Knoten v und alle Nachbarn von v aus der Menge V.
Fiige v zu I hinzu.

Konnen wir die WHILE-Schleife in Schritt (2) parallelisieren oder ist die Bestimmung ei-
ner nicht vergréflerbaren unabhéngigen Menge ein Problem, das nur inhdrent sequentielle
Losungen erlaubt? Wir beschreiben im Folgenden eine superschnelle Lésung, ndmlich einen
Algorithmus, der in logarithmischer Zeit auf einem Parallelrechner arbeitet. Wir definieren

Nw)={veV|{v,u} € E}

als die Menge der Nachbarn von u und erweitern diesen Begriff auf Knotenmengen X C V
durch

ueX

d(u) = | N(u) | ist der Grad von Knoten u.
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Algorithmus 2.31 Der parallele Independent Set Algorithmus.
(1) Setze I =1.
(2) WHILE V # () DO
(2a) FOR v € V PARDO

Wenn v isoliert ist, dann fiige v zu I hinzu und entferne v aus V.
Ansonsten wird v mit Wahrscheinlichkeit Wl(v) markiert.
/* Wir versuchen in einem Schritt moglichst viele markierte Knoten zu I hin-

zuzufiigen. Problematisch ist der Fall, dass eine Kante zwei markierte Knoten
verbindet. */

(2b) FOR {u,v} € E mit markierten Endpunkten v und v PARDO

Losche die Markierung des Endpunkt mit dem kleineren Grad, bzw. 16sche
beide Markierungen bei Gleichheit der Grade.

(2¢) Sei X die Menge markierter Knoten. Setze I =/ UX und V =V \ (X UN(X)).

Kommentar: Die Menge [ ist unabhéngig, aber moglicherweise noch nicht maxi-
mal. Wir haben X und seine Nachbarn aus V entfernt, um die nichste Iteration
vorzubereiten.

Kommentar: Wahrend die While-Schleife sequentiell auszufiihren ist, werden die Anwei-
sungen (2a) und (2b) parallel fiir jeden Knoten v € V', bzw. fiir jede Kante {u,v} € E
ausgefiihrt.

Algorithmus 2.31 fithrt Symmetry Breaking durch die zufillige Vorauswahl in Verbindung mit
der Grad-Regel durch. Zur Begriindung dieser Kombination betrachten wir den vollstédndigen
bipartiten Graphen mit k& Knoten in der ersten Schicht und n — k& Knoten in der zweiten
Schicht. k sei zuerst sehr viel kleiner als n — k gewé&hlt.

“ )

X

Wenn Algorithmus 2.31 nur die niedriggradigen Knoten, also die Knoten in X markiert,
dann tiberleben alle markierten Knoten den ,Kantentest“ in Schritt (2b) und alle hochgra-
digen Knoten werden in Schritt (2c) eliminiert. Der Algorithmus wird dann die unabhéngige
Menge der niedriggradigen Knoten im néchsten Schritt ausgeben. Wenn Algorithmus 2.31
hingegen mindestens einen hochgradigen Knoten markiert, dann gewinnen markierte hoch-
gradige Knoten die Kantentests und die unabhéngige Menge der hochgradigen Knoten wird
im néchsten Schritt ausgegeben.

Die Vorauswahl kann zu einer drastischen Reduktion der Anzahl markierter Knoten fiithren.
Wenn wir wieder den obigen vollsténdigen bipartiten Graphen, aber diesmal mit & = § = n—k
betrachten, dann wird ein Knoten nur mit Wahrscheinlichkeit % markiert und X hat die er-
wartete Grole 1. Aber zumindest in diesem Beispiel ist das nicht weiter schlimm, denn wenn
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X aus genau einem Knoten u besteht, dann wird u zur unabhéngigen Menge hinzugenommen
und eliminiert dann alle Nachbarn und damit alle Kanten.

Dieser Fortschritt durch Eliminierung vieler Kanten tritt stets auf, wie wir spéter sehen
werden: Jede Iteration von Schritt (2) eliminiert einen konstanten Prozentsatz aller Kanten
und deshalb sind nur logarithmisch viele Iterationen notwendig.

Wir betrachten im Folgenden eine beliebige Iteration von Schritt (2) und zeigen zuerst,
dass ein markierter Knoten v mit Wahrscheinlichkeit mindestens % in die unabhéngige Menge
aufgenommen wird. Die Grad-Regel erweist sich hier als grofie Hilfe.

Lemma 2.32 Fiir jeden markierten Knoten v € V' gilt

N | —

prob[vel]>
Beweis: Ein markierter Knoten v wird genau dann eliminiert, wenn ein Knoten aus
Gefdhrlich(v) = { v € N(v) | d(u) > d(v)}

markiert wird. Sei p die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses. Dann ist

1
p < Z | prob[ u wird markiert | = Z | > d)
u€ Gefahrlich(v) u€ Geféhrlich(v)
2. 9 d(e) S 2-d(v) 2
u€ Gefahrlich(v)
und das war zu zeigen. O

Der Begriff eines guten Knotens ist fiir die Analyse zentral.

Definition 2.33 Der Knoten v heifit gut, wenn mindestens d(v)/3 Nachbarn einen Grad von
hochstens d(v) besitzen. Eine Kante heifit gut, wenn mindestens ein Endpunkt gut ist.

Der Knoten v ist also gut, wenn geniigend viele Nachbarn keinen grofieren Grad als v besitzen.
Dann sollte die Wahrscheinlichkeit grof§ sein, dass einer dieser recht vielen niedriggradigen
Nachbarn w markiert wird: Ein Knoten ist umso wahrscheinlicher, je kleiner sein Grad ist. w
wird dann mit Wahrscheinlichkeit % in die Menge I aufgenommen und verhindert damit die
Aufnahme von v. Wir formalisieren diese Uberlegung: Mit Wahrscheinlichkeit

p=(1- .
2-d(v)

)d(v)/3 < 671/6

wird keiner der d(v)/3 niedriggradigen Nachbarn von v markiert. Im komplementéiren Fall
wird aber mindestens einer dieser Nachbarn markiert und dieses Ereignis tritt mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 1 — e~ /6 ein. Wir zeichnen einen beliebigen markierten Nachbarn
w aus und erhalten mit Lemma 2.32, dass w mit Wahrscheinlichkeit mindestens % ,iiberlebt“
und in [ aufgenommen wird. Damit haben wir das folgende Zwischenergebnis erhalten:

Lemma 2.34 Sei v ein guter Knoten mit mindestens einem Nachbarn. Dann wird v mit
1—e—1/6

Wahrscheinlichkeit mindestens in einer Runde eliminiert.
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Also verlieren wir im Erwartungsfall einen konstanten Prozentsatz aller guten Knoten. Aber
leider kann es nur wenige gute Knoten geben, wie das anfangs betrachtete Beispiel eines
vollstéindig bipartiten Graphen mit wenigen hochgradigen Knoten zeigt. Aber wir haben
Gliick, denn wir werden gleich sehen, dass die meisten Kanten gut sind und damit werden
viele Kanten in einer Iteration ,eliminiert“, da ein guter Endpunkt eliminiert wird.

Lemma 2.35 Mindestens die Hdlfte aller Kanten ist gut.

Beweis: Nach Definition besitzt ein schlechter Knoten weniger als d(v)/3 Nachbarn von
niedrigerem Grad und damit gibt es mindestens doppelt so viele hohergradige Nachbarn wie
niedergradige Nachbarn.

Wir richten Kanten vom niedergradigen zum hohergradigen Endpunkt. Wenn eine (jetzt
gerichtete) Kante (u,v) schlecht ist, dann kénnen wir ihr injektiv zwei weitere Kanten (v, 1),
(v, ug) zuweisen, denn der schlechte Knoten v hat ja mindestens doppelt so viele héhergradige
Nachbarn w1, us wie niedergradige Nachbarn wu.

Wir haben also eine Injektion g von der Menge der schlechten Kanten in die Menge aller
Kanten konstruiert und g weist jeder schlechten Kante zwei Kanten zu. Dies ist aber nur dann
moglich, wenn es hochstens |—§| schlechte Kanten gibt. O

Sei F' die Menge aller Kanten vor einer Iteration und sei F’ die Menge der nach der Iteration
verbleibenden Kanten. Mindestens die Hélfte aller Kanten in F' besitzt einen guten Knoten
als Endpunkt. Ein guter Knoten wird aber mit Wahrscheinlichkeit mindestens ¢ = #

eliminiert und damit ist E[ |[F'| ] < (1 - %) - |F|.

Aufgabe 34
Zeige, dass Algorithmus 2.31 nach erwartet logarithmisch vielen Iterationen hélt.

Satz 2.36 Algorithmus 2.31 findet fiir Graphen mit n Knoten nach erwartet O(loga n) Run-
den eine nicht vergrdéflerbare, unabhingige Menge.

Aufgabe 35

Beschreibe einen randomisierten parallelen Algorithmus, der in erwartet polylogarithmischer Zeit ein nicht
erweiterbares Matching fiir einen gegebenen Graphen G = (V, E) konstruiert. Benutze dabei den Independent
Set Algorithmus als Unterprogramm.

Aufgabe 36
Gegeben sei ein Universum U = {ei,...,e,} und ein Mengensystem M = {Ei,...,Ex} mit E; C U fir
i=1,...,k Esseig:U — {1,...,2n} eine Gewichtsfunktion, die jedem Element in U ein zufilliges uniform

aus {1,...,2n} gewshltes Gewicht zuweist. (Das Gewicht einer Menge E; € M sei }_ .. g(€).) Zeige

prob[ Es gibt nur eine Menge maximalen Gewichts in M | > %
Beachte, dass diese Aussage fiir beliebiges k£ und damit fiir bis zu 2" Mengen gilt!
Hinweis: Betrachte ein beliebiges, aber festes e; € U. Wir nehmen zunéchst an, dass g fiir alle Elemente in
U\ {e;} festgelegt sei. Betrachte nun

gi(E) = > gle).

e€E;\{e;}

Es sei G; = max{g;(E)|E € M,e; € E} und G} = max{g;(E)|E € M,e; ¢ E}. Zeige zunichst, dass
problg(e;) = G — G;] < 5 gilt. Folgere daraus, dass prob[Mehr als ein Menge hat maximales Gewicht] < 3
gilt.
Aufgabe 37
Wir nehmen an, dass es einen Las Vegas Algorithmus A gibt, der zu einem gegebenen Graphen G = (V, E)
das groite Independent Set findet. Allerdings funktioniert A nur, wenn es genau ein Independent Set grofiter
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Machtigkeit gibt. Besitzt G zwei oder mehr optimale Independent Sets, dann kann der Ausgabe von A nicht
getraut werden. A laufe in erwarteter Zeit poly(|V]).

A funktioniert also nur, wenn das Versprechen abgegeben wird, dass G ein eindeutiges grofites Independent
Set besitzt.

Zeige, dass es dann einen randomisierten Algorithmus gibt, der in erwarteter polynomieller Zeit fiir einen
beliebigen Graphen G’ = (V', E’) ein groBtes Independent Set mit Wahrscheinlichkeit > 1 — 27 V'l findet.

Fazit: Das Independent Set Problem wird nicht dadurch einfacher, dass das Versprechen der Eindeutigkeit
gegeben wird.

2.6 Die probabilistische Methode

In der Kombinatorik méchte man zum Beispiel feststellen, ob es Objekte mit bestimmten
Eigenschaften gibt. Die explizite Konstruktion solcher Objekte stellt sich in vielen Féllen
als duBerst komplex heraus, der Nachweis der Existenz ist hingegen in einigen Fillen recht
einfach:

Zeige nicht nur, dass es Objekte mit den geforderten Eigenschaften gibt, sondern zeige
sogar, dass die meisten Objekte die geforderten Eigenschaften besitzen!

Dieses Verfahren wird die probabilistische Methode genannt, da ein zufillig ausgewiirfeltes
Objekt hochwahrscheinlich die geforderten Eigenschaft besitzen wird. Wir stellen die proba-
bilitische Methode exemplarisch in der Behandlung des folgenden Problems vor:

Gibt es Graphen mit nur sehr kleinen Cliquen wie auch mit nur sehr kleinen unabhéngi-
gen Mengen?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir Zufallsgraphen {iber der Knotenmenge V =
{1,...,n}: Wir werfen fiir jede potenzielle Kante {u, v} eine faire Miinze und setzen die Kante
ein, wenn das Ergebnis Wappen ist.

Wir fixieren eine Knotenmenge X C V der Gréfle k£ und bestimmen die Wahrscheinlichkeit
px, dass X eine Clique oder eine unabhéngige Menge ist. Es ist

denn entweder ist X eine Clique und alle (g) Kanten sind vorhanden oder X ist eine un-
abhéngige Menge und keine der (g) Kanten ist vorhanden. Wir sind vor Allem an der Wahr-
scheinlichkeit py interessiert, dass ein Zufallsgraph G eine Clique der Grofle k£ oder eine un-
abhéngige Menge der Grofle k besitzt. Wir erhalten

pr = prob[ Es gibt X und X ist eine Clique oder eine unabhéngige Menge der Grofie k |
k k/2
n _(k n® 2.2
= (k) 220 < T

Wir setzen k = 2-log, n und erhalten n*F = 2°/2_ Da andererseits 2-2%/2 < k! fiir k > 3, folgt
somit pr < 1 fiir k£ > 3: Es gibt somit Graphen, die nur Cliquen oder unabhéngige Mengen
der Grofle hochstens 21log, n — 1 besitzen. Wir haben somit die Existenz eines Objekts durch
Zahlen nachgewiesen. Bis heute sind keine expliziten Graph-Konstruktionen bekannt, die
vergleichbare Ergebnisse liefern!
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Aufgabe 38
Wir betrachten Zufallsgraphen G/, ,) mit n Knoten, wobei die Kanten unabhéngig voneinander mit Wahr-
scheinlichkeit p eingesetzt werden. X} sei die Anzahl der Cliquen der Gréfle k in G, ). Zeige, dass E[X,] =
(1)p3) gilt.

Im Folgenden betrachten wir einen Graphen G, 1/2). Bestimme ein moglichst groBes k als Funktion von
n, so dass E[Xj] > 1 fiir geniigend groBes n. Bestimme eine moglichst kleines k als Funktion von n, so dass
E[X)] — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 39
G = (V, E) sei ein ungerichteter Graph mit V = {1,...,n}. Betrachte den folgenden Algorithmus A:
K:= {1}
for i:=2 to n do
if Knoten i ist adjazent zu allen Knoten in K, then K := K U {i}
Ausgabe: K

- Zeige, dass A stets eine maximale Clique ausgibt. (Eine Clique K heiffit maximal, falls es keinen Knoten
i gibt, so dass K U {i} ebenfalls eine Clique ist.)

- Gib Datenstrukturen fiir G und K an und zeige, dass die Laufzeit des Algorithmus O(n?) ist.

- Betrachte das Verhalten von A auf einem Zufallsgraphen G ,,1/2): qx bezeichne die Wahrscheinlichkeit,
dass der Algorithmus mit einer Clique der Grofie k terminiert. Zeige, dass gx < (}) (1—27")"~* Begiinde
deine Annahmen iiber Unabhangigkeiten.

- Es sei kg = (1 — €)log, n mit einer Konstanten e > 0. Zeige, dass es eine Konstante C gibt, so dass
Qro < e~ C™ fiir alle geniigend groBen n gilt. Zeige somit, dass

prob[A gibt eine Clique der GréBe < (1 — €)log,n aus] — 0 fiir n — oo.

Fazit: Der Greedy Algorithmus berechnet fiir Zufallsgraphen gute Approximationen.
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Kapitel 3

Random Walks

In diesem Kapitel beschreiben wir zahlreiche Anwendungen von Random Walks:

- Simulated Annealing fiihrt einen Random Walk auf den Losungen eines Optimierungs-
problems durch, um eine optimale Losung zu bestimmen.

- Ein Random Walk auf einem ungerichteten Graphen erlaubt eine Bestimmung der Zu-
sammenhangskomponenten auf logarithmischem Platz.

- Ein ,sorgfiltig kontrollierter Random Walk bestimmt erfiillende Belegungen von 3-Sat
Formeln schneller als bisher bekannte deterministische Algorithmen.

- Die Suchmaschine Google berechnet den Pagerank einer Webseite iiber einen Random
Walk auf dem World-Wide-Web.

- In der Volumenbestimmung konvexer Mengen legt man ein Gitter iiber die konvexe
Menge und exploriert das Gitter mit Hilfe eines Random Walks.

3.1 Simulated Annealing

Wir betrachten Optimierungsprobleme des Typs
minimiere f(x), so dass das Priadikat L(x) wahr ist.

Dabei ist L ein Prédikat, dass genau dann wahr ist, falls x eine zuldssige Losung ist. Wir
nehmen zusétzlich an, dass zu jeder Losung z eine Umgebung U(x) benachbarter Losungen
mit folgenden Eigenschaften existiert:

- Fiir jedes x gilt x € U(x) (d.h. z liegt in seiner eigenen Umgebung).
- Fir alle z,y gilt: x € U(y) & y € U(x).
- Firz e U(y) gilt | U(z) | =[U(y) |

Eine solche Umgebung nennen wir symmetrisch. Simulated Annealing’, also simuliertes Aus-
glithen, wihlt zufillig einen Nachbarn y einer aktuellen Losung . Wenn f(y) < f(z), dann

'Folgendes Beispiel erklirt den Begriff Simulated Annealing: Erhitzt man einen Stoff iiber seinen Schmelz-
punkt hinaus und kiihlt ihn dann behutsam ab, erhélt man eine reine Kristallstruktur. Kiihlt man zu schnell
ab, treten kleine Fehler in der Kristallgitterstruktur auf. Diese fehlerhafte Struktur entspricht dann einem
lokalen Energieminimum, wéhrend die reine Struktur ein globales Minimum darstellt.

95
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wird = durch y ersetzt. Ist der Nachbar y nicht besser, also f(y) > f(x), wird eine Ersetzung
trotzdem mit sorgfiltig berechneter Wahrscheinlichkeit akzeptiert. Mit dieser Stategie der
Uphill- Bewegung versuchen wir, der ,Falle“ eines lokalen Minimums zu entkommen.

f

(.%'

Y

Zustande

Algorithmus 3.1 Simulated Annealing
(1) Die Zielfunktion f(x) ist fiir Losungen x zu minimieren.

(2) Setze x = x fiir eine Anfangslosung zp. Wihle eine Anfangstemperatur 7.

Kommentar: Der Temperaturparameter T' bestimmt unsere Bereitschaft, eine Uphill-
Bewegung in Kauf zu nehmen.

(3) Wiederhole hinreichend oft:

(3a) Wihle zufillig einen Nachbarn y € U(z).
(3b) TF f(y) < f(z) THEN z = y ELSE setze & = y mit Wahrscheinlichkeit e~ 7"

(3c) Wihle eine neue Temperatur 7.

Beachte, dass bei hoher Temperatur T' die Ersetzung von x durch einen Nachbarn auch dann
wahrscheinlich ist, wenn dieser Nachbar y einen grofien Wert f(y) hat, denn fiir f(y)— f(z) <<
T ist:

Bei hoher Temperatur durchlduft Simulated Annealing den Losungsraum durch jeweils zufélli-
ge Nachbarwahl. Bei geringer Temperatur wird eine Verschlechterung hingegen nur widerstre-
bend in Kauf genommen.

Wird die Temperatur nicht verdndert, dann heifft das entsprechende Verfahren ,,Metro-
polis Algorithmus*“. In Simulated Annealing wird der Metropolis Algorithmus also wieder-
holt mit sinkenden Temperaturen angewandt.

Wir betrachten das N P-vollstindige Problem der Graph-Partitionierung, ein Problem,
das daher wahrscheinlich keine effizienten Algorithmen besitzt.

Beispiel 3.1 Graph-Partitionierung durch Simulated Annealing
Im Problem der Graph-Partitionierung wird zu einem gegebenen, ungerichteten Graphen
G = (V, E) eine Knotenteilmenge W C V mit | W | = - | V| gesucht, so dass die Anzahl

|{e€E : |enW |=1}|
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kreuzender Kanten minimal ist. Eine Anwendung der Graph-Partitionierung ist der Entwurf
von VLSI-Layouts, indem zuerst rekursiv Layouts fiir

(W {e€e E|eCW}) und (V\W,{e€ E|eCV\W})

gesucht werden. Wenige kreuzende Kanten sind fiir die nachfolgende Kombination der beiden
Layouts wichtig. Um Simulated Annealing auf die Graph-Partitionierung anzuwenden, l4sst
man beliebige Zerlegungen (W, V' \ W) zu und wéhlt

fW)={e€E : [enW[=1}|+a-((W]|-|V\W))?

Strafterm

als zu minimierende Funktion. Wir versuchen durch den Strafterm, eine perfekte Aufteilung,
also | W |=1.|V |, zu erzwingen.

Die Losungsmenge ist die Potenzmenge von V. Als Startlosung fiir Simulated Annealing
wihlen wir ein perfekte, zufillig gewahlte Aufteilung. Fiir eine Knotenteilmenge W C V
definieren wir die Umgebung von W als

UW):={W CV||WeW |<1}.

W’ € U(W) und W unterscheiden sich also héchstens um einen Knoten. Simulated Annealing
versucht somit, eine gegebene Zerlegung (W, V' \ W) durch das Verschieben eines Knotens zu
dndern.

In [JAGS] wird die Anfangstemperatur so gewéhlt, dass 40% aller Nachbarn akzeptiert
werden. Die Temperatur wird iiber den Zeitraum von 16 - | V' | konstant gehalten und dann
um den Faktor 0,95 gesenkt (,,geometrische Abkiihlung“). Bei zufillig gewihlten Graphen
schneidet Simulated Annealing (erstaunlicherweise?) erfolgreicher ab als maBgeschneiderte
Algorithmen. Dieses Phinomen tritt auch auf, wenn wir den mafligeschneiderten Algorithmen
die gleiche (grofie) Laufzeit wie der Simulated Annealing-Methode erlauben.

Weitere Experimente wurden fiir strukturierte Graphen durchgefiihrt. 500 (bzw. 1000)
Punkte wurden zufillig aus dem Quadrat [0, 1]? gew#hlt und zwei Punkte verbunden, wenn sie
nahe beieinander lagen. Fiir diese Graphenklasse ,,bricht*“ die Simulated Annealing-Methode
ein und die mafigeschneiderten Algorithmen sind deutlich iiberlegen. Eine mogliche Erklarung
fiir das unterschiedliche Abschneiden koénnte in der unterschiedlichen Struktur der lokalen
Minima liegen. Die geometrisch generierten Graphen werden Minima mit weitaus grofieren
Anziehungsbereichen als die zuféllig generierten Graphen haben. Diese ,,Sogwirkung® lokaler
Minima ist bei den geometrisch generierten Graphen schwieriger zu iiberwinden.

Wir beginnen unsere Untersuchung des Verhaltens von Simulated Annealing und wiéhlen
zuerst die folgende Notation.

- L sei die Menge aller Losungen.

- Grli, j] sei die Wahrscheinlichkeit, dass Losung j bei aktueller Losung ¢ und gegenwérti-
ger Temperatur T' gewéhlt wird.

- Arl[i, j] sei die Wahrscheinlichkeit, dass j als neue Losung akzeptiert wird, wenn 7' die
gegenwirtige Temperatur ist. Mit anderen Worten,

Arli, j] ={ Loy T9 =70

e T sonst.
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Prli, j] sei die Wahrscheinlichkeit, dass Simulated Annealing fiir eine vorgegebene Temperatur
T von Losung i zu Losung j wechselt. Dann gilt fiir ¢ # j offensichtlich

Prli,j] = Grli, j] - Arli, j]- (3.1)

Der Fall ¢ = j muss gesondert behandelt werden, da das Verwerfen einer benachbarten Losung
auf die urspriingliche Losung ¢ fithrt. Es ist

53€U (i), j#i

Offensichtlich ist

. 0 J ¢ U(i)
Grli, j] = {
T[ ] T U%i) I sonst.

Eine Modellierung von Simulated Annealing durch eine Markoff-Kette liegt jetzt nahe.

Definition 3.2 Eine Markoff-Kette (G, P) besteht aus einem gerichteten Graphen G = (V, E)
und einer Ubergangsmatrix P, deren Zeilen und Spalten mit Knoten aus V' indiziert sind. Fiir
jeden Knoten v € V gilt

Z Plv,w] = 1.

weV

Zusétzlich ist Plv,w] = 0 fiir (v,w) ¢ E und Plv,w] > 0 gilt stets. (Eine Matrix P mit P > 0
und 3 Pli, j] = 1 fiir alle ¢ heifit stochastische Matriz. )

Gegeben sei eine Markoff-Kette (G, P) mit G = (V, E') und eine Anfangsverteilung ¢ = (¢;|i €
V') auf der Menge der Knoten, d.h. es ist ¢; > 0 und ) ;y, ¢; = 1. Die Markoff-Kette definiert
,Random Walks* auf dem Graphen G wie folgt. Man beginnt den Weg in einem zuféllig geméafl
q gewithlten Knoten i. Der i-te Zeilenvektors ¢' = (PJi, j]|j € V) definiert eine Verteilung auf
den Nachbarn von 4 und ein Nachbar j wird gemi8 ¢* zufillig gewihlt. Dieser Prozess wird
sodann ,hinreichend“ oft wiederholt. Wir interpretieren P[i, j| also als die Wahrscheinlichkeit,
in einem Schritt vom Knoten ¢ zum Knoten j zu wandern.

Eine zentrale Frage ist die (zumindest approximative) Bestimmung der Wahrscheinlich-
keit, Knoten aus einer vorgegebenen Knotenmenge W C V zu erreichen. Eine wesentliche
Komponente dieser Frage ist natiirlich auch die Bestimmung der Geschwindigkeit mit der
Knoten in W hochwahrscheinlich erreicht werden kénnen.

Simulated Annealing definiert fiir jede Temperatur 7' eine Markoff-Kette (£, Pr), deren
Zustande oder Knoten den Losungen entsprechen. Um das Verhalten von Simulated Annealing
beurteilen zu koénnen, miissen wir die nach k Schritten berechnete Losung untersuchen. Da
Simulated Annealing ein randomisiertes Verfahren ist, miissen wir die Wahrscheinlichkeiten

(k) _ | Wahrscheinlichkeit, dass Lésung j nach &
Pij = | Schritten von Lésung i aus erreicht wird

untersuchen.

Lemma 3.3 Es gilt p(kj) = PE[i, j].

i,
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Beweis: Wir fithren eine Induktion nach k. Die Verankerung fiir k£ = 1 ist offensichtlich. Nach
Induktionsannahme gilt

(k+1) Z prob [ In & Schritten wird Losung ] . prob [ In einem Schritt wird Losung

Pij N y r von i aus erreicht j von r aus erreicht
re

— S Phi,r] - Pl gl
rel

Wir erhalten .
pEF) =" PRl r) - Prir, j) = PEYG, )

und das war zu zeigen. O

Die Wahrscheinlichkeit, in einen zufélligen Weg bei Startverteilung ¢ in k Schritten einen
Knoten j zu erreichen, ist also durch die j-te Komponente von ¢ - Pﬁ gegeben. Wir sind an

(k)

der Wahrscheinlichkeit limg_, o pik} interessiert. Wenn wir ,,Gliick haben®, ist diese Grenz-
wahrscheinlichkeit unabhéngig vom Startpunkt .

Definition 3.4 Die Markoff-Kette (G, P) heifit genau dann ergodisch, wenn fiir alle i1, i3 und
j§ die Grenzwerte limy_,oo P*[i1, j] und limy_,o, P¥[iz, j] existieren und

lim P*[iy,j] = lim P¥[iy, 5] > 0
k—o0

k—o0
gilt. Die Verteilung 7(*) = (limy_,o P*[1, j]|j € V) heift die Grenzverteilung von (G, P).

Fiir eine ergodische Markoff-Kette ist die Matrix

P> = lim PF = <lim Pk[z’,j])
k—o0 k—o0 ijev

wohldefiniert, da wir voraussetzen, dass die Grenzwerte existieren. Weiterhin fordern wir, dass

alle Zeilen in P> identisch sind: Wenn wir einen Startknoten gem#f einer beliebigen Anfangs-

verteilung 7(®) wihlen und hinreichend viele zufiillige Schritte machen, ist die Wahrschein-

lichkeit einen bestimmten Knoten j zu erreichen, stets beliebig nahe an ﬂj(.oo) = P®[1,j] =

.- = P>®[n, j]. Beachte, dass 7(>) die Grenzverteilung ist.
Die Wahl des Anfangsknoten ist fiir einen hinreichend langen Random Walk also ohne

Belang. Insbesondere gilt fiir jede Anfangsverteilung © = (7‘(‘1, . ,7TN)
N N
al . p® = <Zm-P°°[z’, 1, ..., Zm-POO[z',N]>
i=1 i=1
N N
= (poou,u-zm, ..., P®[1,N] -Zm)
i=1 i=1

= (P¥[Lg]j=1....N) ==
und es gilt also stets

7l po = (%), (3.3)



60 KAPITEL 3. RANDOM WALKS

Wir ersetzen 7 durch 7(>) und erhalten
(rCNT = (gNT . po = (glenT'. khm Pk
— 00

= (@NT . lim P = (z()T . p>. p = (zl>=NT . p,

k—o0

7(°) ist aber auch eine Verteilung, denn es ist

=P 1=l ...

J

Definition 3.5 Sei (G, P) eine Markoff-Kette mit G = (V, E). Dann heifit eine Verteilung
7= (m | vEV)auf V eine stationiire Verteilung, falls 77 - P = 7.

Waéhlen wir einen Startknoten gemé#fl einer stationéren Verteilungen 7 und fithren einen
Schritt der Markoff-Kette durch, dann verbleiben wir in 7.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Grenzverteilung 7(>) fiir ergodische Markoff-Ketten
die einzige stationére Verteilung ist. Wir kénnen also die Grenzverteilung berechnen, indem
wir das Gleichungssystem 7! - P = 7 lésen.

Lemma 3.6 Jede ergodische Markoff-Kette (G, P) besitzt eine eindeutig bestimmite stationdre
Verteilung © und es gilt m = 7(°).
Insbesondere stimmen stationdre Verteilung und Grenzverteilung also iiberein.

Beweis: Wir wissen bereits, dass m(>) eine stationdre Verteilung ist. Sei 7 eine beliebige
stationire Verteilung und wir erhalten 7 = 77 - P und damit natiirlich auch = = 77 - P>,
Andererseits ist aber 77 - P® = 7(>) mit Gleichung (3.3) und wir haben die Eindeutigkeit
einer stationdren Verteilung nachgewiesen. O

Beispiel 3.2 Fiir welche Werte von p und ¢ ist die folgende Markoff-Kette ergodisch?

1—p

TN
Jeodiipost

I—gq

Wir werden spéter einfache Kriterien angeben, um zu zeigen dass die Kette genau dann
ergodisch ist, wenn p,q < 1 und p + ¢ > 0 gilt. In diesen Fillen ist 1 — p,1 — q¢ > 0,
d.h. die Kanten von Knoten 1 zu Knoten 2 und zuriick existieren, und es gibt mindestens eine
Eigenschleife im Graphen.

Um die Grenzverteilung fiir p,q < 1 und p + ¢ > 0 zu bestimmen, betrachten wir das
Gleichungssystem

pmi+ (1 —¢q)m =m
(1—=p)mi+qmy =m0
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in den Unbekannten 7; und m2. Dieses System ist dquivalent zu (1 — p)m; = (1 — g)m2. Da
aber 7 eine Verteilung ist, also zusétzlich m; + m5 = 1 zu fordern ist, erhalten wir

_ l=g
o= 1T » o
1— 1- 2—p—
T+ Ty = _q+_p .772:#.7{-2:1
lL=p 1-p L—p
Die gesuchte stationére Verteilung 7 ist also

l—gq l—p

m=——""—und m = ———.

2—-p—q 2-p—q

Beachte, dass wir ausgenutzt haben, dass 1 — p,1 — ¢ > 0 und dass damit 2 — p — ¢ > 0 gilt.
Falls p = 1 ist, gibt es keine Kante von Knoten 1 zu 2 und es ist limy_,, P*[1,2] = 0: Die
Markoff-Kette ist nicht ergodisch. Auch im Fall ¢ = 1 folgt, dass die Kette nicht ergodisch
ist, da jetzt limy_,o P*[2,1] = 0 gilt.

Betrachten wir den Fall p = ¢ = 0. Jetzt gibt es keine Eigenschleife im Graphen und
man wandert in jedem Schritt von Knoten 1 zu 2 bzw. von 2 nach 1. Damit existieren die
Grenzwerte nicht und folglich ist die Markoff-Kette in diesem Fall nicht ergodisch. Das Glei-

chungssystem besitzt jedoch die Losung w1 = mo = %, so dass wir eine nicht-ergodische
Markoff-Kette mit stationdrer Verteilung erhalten.

Aufgabe 40

Bei einer Irrfahrt auf den Zahlen 0,1,...,n + 1 wechselt ein Irrfahrer von einer Zahl i zur Zahl i — 1 mit einer

Wabhrscheinlichkeit p; und von 4 zur Zahl ¢ + 1 mit Wahrscheinlichkeit ¢; = 1 — p;. Wir sprechen von einer
Irrfahrt mit reflektierenden Réndern, wenn go = 1 = pp41.

Bestimme die stationdre Verteilung, falls p; = % fir 1 <7 < n. Bestimme die stationidre Verteilung fiir
den Fall, dass p;, = pfir 1 <i<nundein 0 <p < 1.

Bei der Irrfahrt mit reflektierenden Réndern 0 und n + 1 sei jetzt zusétzlich fiir alle Zahlen 0 <i <n 41
die Wahrscheinlichkeit r eingefiihrt, mit der der Irrfahrer bei der Zahl ¢ bleibt. Mit Wahrscheinlichkeit (1 —7)g;
fithrt er eine zuféllige Bewegung nach rechts, bzw. mit Wahrscheinlichkeit (1 — r)p; nach links aus.

Bestimme nun die stationédre Verteilung. Fiir welche Werte von r ist die Markoff-Kette der Irrfahrt um-
kehrbar?
Aufgabe 41
Wir wissen, dass ergodische Markoff-Ketten eine eindeutig bestimmte stationdre Verteilung besitzen. Konstru-
iere eine Markoff-Kette, die mehr als eine stationére Verteilung besitzt.

Zeige, dass jede Markoff-Kette, die zwei verschiedene stationdre Verteilungen besitzt, unendlich viele sta-
tionére Verteilungen besitzt.

Aufgabe 42
Zeige, dass jede irreduzible Markoff-Kette hochstens eine stationédre Verteilung besitzt.

HINWEIS: Betrachte das Gleichungsystem z” - P = x und >, @i = 1 fur die Ubergangsmatrix P der
Markoft-Kette. Zeige, dass das System hochstens eine Losung hat. Benutze dazu, dass der Eigenraum zum
Eigenvektor 1 fiir die Matrix P” dieselbe Dimension besitzt wie der Eigenraum zum Eigenvektor 1 der Matrix
P.

Wir versuchen als néchstes, einfache Kriterien zu ermitteln mit deren Hilfe man die Ergo-
dizitdt von Markoff-Ketten nachweisen kann. Zuerst beachten wir, dass in einer ergodischen
Markoff-Kette (G, P) der Graph G stark zusammenhéngend ist, d.h. zwischen je zwei Knoten
existiert ein Weg.

Definition 3.7 Sei (G, P) eine Markoff-Kette mit G = (V, E).

(a) (G, P) heifit irreduzibel, wenn es fiir alle Knoten ¢ und j ein k& € N gibt, so dass
P¥[i, j] > 0.
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(b) Wir setzen fiir jeden Knoten i € V'
b = ggt({s | P*lii] > 0}).

Dann heifit der Knoten ¢ aperiodisch, wenn t; = 1 gilt. Fiir ¢; > 1 heifit der Knoten ¢
periodisch mit Periode t;.

Die Markoff-Kette (G, P) heifit aperiodisch, wenn alle Knoten aperiodisch sind. Sie heif3t
periodisch, wenn alle Knoten periodisch sind.

Ergodische Markoff-Ketten sind irreduzibel, da die Grenzwerte limy_, s, Pk [i, 7] existieren und
grofler als 0 sind. Aus demselben Grund diirfen auch keine periodischen Knoten existieren:
Ergodische Ketten sind irreduzibel und aperiodisch! Erstaunlicherweise gilt auch die Umkeh-
rung.

Satz 3.8 FEine Markoff-Kette ist genau dann ergodisch, wenn sie irreduzibel und aperiodisch
15t.

Beweis: Fiir den Beweis der Umkehrung verweisen wir auf Kapitel XV in Feller’s Standard-
werk [F]. O

Beachte, dass es Markoff-Ketten gibt, die weder periodisch noch aperiodisch sind, namlich
Markoff-Ketten, die Knoten beiden Typs besitzen. Eine jede Markoff-Kette zerfillt aber in
irreduzible Markoff-Ketten, ndmlichen die starken Zusammenhangskomponenten von G. Eine
irreduzible Markoff-Kette ist aber entweder aperiodisch oder alle Knoten besitzen dieselbe
Periode.

Wir geben eine dquivalente Betrachtungsweise des Begriffs der Periodizitét an. Ein Knoten
i ist periodisch (mit Periode t), wenn wir zum Zustand ¢ nur nach einem Vielfachen von ¢
Schritten zuriickkehren kénnen. Der Knoten i heifit aperiodisch, wenn keine solche Zahl ¢ > 1
existiert. Insbesondere ist jeder Knoten mit P[i,i] > 0, also mit Eigenschleifen im zugehorigen
Graphen, aperiodisch. Ist in diesem Fall die zugehorige Markoff-Kette auch irreduzibel, folgt
bereits, dass die Kette aperiodisch ist. Fiir irreduzible periodische Markoff-Ketten mit Periode
t kann man die Knoten V' des zugehorigen Graphen disjunkt in Knotenmengen Vg, ..., V;_1
zerlegen, so dass man bei einem Schritt von einem Knoten in V; nur zu einem Knoten in
Vi+1 mod ¢ iibergehen kann.

Aufgabe 43
Sei (G, P) eine irreduzible Markoff-Kette.

(a) Wenn die Knoten u bzw. v die Perioden p, bzw. p, besitzen, dann besitzt u die Periode ggt(pu,pv).
(b)
(c)

Wenn G einen aperiodischen Knoten besitzt, dann sind alle Knoten aperiodisch.

Wenn G einen Knoten der Periode p besitzt, dann haben alle Knoten die Periode p.

Beispiel 3.3 In Beispiel 3.2 haben wir bereits gesehen, dass fiir p + ¢ > 0 die Markoff-
Kette aperiodisch ist, da der zugehorige Graph in mindestens einem Knoten eine Eigenschleife
besitzt. Entfallen diese Eigenschleifen im Fall p = ¢ = 0, dann ist der Graph bipartit und die
Markoff-Kette besitzt die Periode 2. Beachte allgemein, dass jeder stark zusammenhéngende
bipartite Graph eine gerade Periode besitzt, da man die Knotenmenge V' in zwei disjunkte
Teilmengen Vp, V1 zerlegen kann, so dass Kanten nur zwischen Knoten dieser beiden Mengen,
aber nicht innerhalb der Mengen verlaufen.

Der bipartite Graph in der folgenden Abbildung besitzt beispielsweise die Periode 4,
wéhrend der nicht-bipartite zweite Graph die Periode 3 hat.



3.1. SIMULATED ANNEALING 63

@) (3
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Was sind die Perioden der beiden folgenden Graphen?

o 6 —e e

N g

Ist die Markoff-Kette fiir Simulated-Annealing irreduzibel und aperiodisch? Wenn die Ket-
te reduzibel ist, liegt ein Definitionsfehler der Nachbarschaft vor: Ein globales Minimum ist
moglicherweise nicht von einer Anfangslosung erreichbar. Die Kette ist stets aperiodisch, denn
jede Losung ist auch ihre eigener Nachbar. Mit anderen Worten, jede verniiftige Implemen-
tierung von Simulated-Annealing fithrt auf eine ergodische Markoff-Kette und hat somit eine
Grenzverteilung, die mit der eindeutig bestimmten stationéren Verteilung zusammenféllt.
Konnen wir diese Grenzverteilung bestimmen? Die folgende Vermutung dréngt sich auf: Sei

mit der Normalisierung

z Loésung

Dann ist g7 eine Verteilung, die guten Losungen eine entsprechend hohe Wahrscheinlichkeit
zuweist. ,,Entsprechend hoch“ wird dabei von der Temperatur gesteuert: Je niedriger die
Temperatur, desto mehr dominiert der Beitrag f(x) die Zielfunktion.

Um nachzuweisen, dass qr tatséchlich die Grenzverteilung ist, benutzen wir den Begriff
einer umkehrbaren Markoff-Kette.

Definition 3.9 Eine ergodische Markoff-Kette (G, P) heifit umkehrbar, wenn es eine Vertei-
lung g gibt, so dass

fiir alle Knoten ¢ und j gilt.

Das folgende Ergebnis zeigt, dass wir die Grenzverteilung iiber die Bedingung (3.4) bestimmen
konnen, wenn eine umkehrbare Markoff-Kette vorliegt.
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Korollar 3.10 Sei (G, P) eine umkehrbare Markoff-Kette. Wenn eine Verteilung q fir alle
Knoten i und j die Bedingung (3.4) erfillt, dann ist q die eindeutig bestimmte stationdre
Verteilung von P und damit auch die Grenzverteilung der Markoff-Kette.

Beweis: Wir fordern, dass die umkehrbare Markoff-Kette (G, P) ergodisch ist. Damit hat
(G, P) nach Lemma 3.6 eine eindeutig bestimmte stationéire Verteilung, die mit der Grenz-
verteilung iibereinstimmt. Es geniigt der Nachweis, dass die Verteilung ¢ mit Eigenschaft (3.4)
stationdr ist. Aus der Voraussetzung (3.4) folgt, dass fiir alle Knoten i gilt

ZQZP[Z’]] :ZQJP[J’Z]

Wegen
J J
gilt
g =Y q;- Plji]
J
und wir erhalten g = ¢ - P. O

Wir geben eine Interpretation der Umkehrbarkeitseigenschaft an. ¢ ist die Grenzverteilung
und ¢; ist deshalb die Wahrscheinlichkeit, den Zustand i zu erreichen. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, im vorigen Schritt in Knoten j gewesen zu sein (Ereignis vorher;), gegeben,
dass wir jetzt in Knoten ¢ sind (Ereignis jetzt;)? Es gilt

ob| vorher; A jetzt, - P[j,i
prob[vorherj|jetzti]:pr [ vorher; A | Zl]:qJ K Z].

prob| jetzt; ] qi

Unsere Forderung an umkehrbare Ketten ist also dquivalent zu
Pli, j] = prob] vorher; | jetzt, ]

und diese Forderung besagt, dass die Wahrscheinlichkeit P[i,j] von ¢ nach j zu wandern
iibereinstimmen muss mit der Wahrscheinlichkeit in j gewesen zu sein, wenn ¢ erreicht wird:
Die Kette ist tatsdchlich ,,umkehrbar®.

Betrachten wir zuletzt symmetrische, ergodische Markoff-Ketten, also Ketten fiir die stets
P[i,j] = PJj,i] gilt. Offensichtlich(?) sind diese Ketten umkehrbar und wir erhalten aus
Korollar 3.10, dass ¢ = (%,..., 1) fiir n = | V | die Grenzverteilung der Kette ist.

Beispiel 3.4 [Umkehrbare Markoff-Kette| Betrachte die Markoff-Kette aus Beispiel 3.2 fiir
1
p=5und ¢ =0.

1
2

/Z\
(]

O (2)

~_

1
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Diese Kette ist ergodisch und besitzt die stationére Verteilung 7 = (m1,m2) = (3, ) (warum?).
Es ist

2 1
32 3
Da fiir ¢ = j trivialerweise m; - P[i, j] = m; - P[j,14] gilt, ist diese Markoff-Kette umkehrbar,
obwohl sie nicht symmetrisch ist. Die Umkehrbarkeit besagt: Gegeben, dass wir im Knoten 2
sind, kamen wir durch den letzten Schritt vom Knoten 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 bzw. vom
Knoten 2 mit Wahrscheinlichkeit 0. Schliellich, gegeben, dass wir im Knoten 1 sind, kamen
wir von Zustand 2 bzw. 1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

| =

m - P[1,2] =

=my - P[2,1]

Wir koénnen jetzt die von uns vermutete Grenzverteilung fiir das Simulated Annealing Ver-
fahren verifizieren.

Satz 3.11 Sei (G, Pr) die Markoff-Kette von Simulated-Annealing. Der Graph G sei stark
zusammenhdngend und die Umgebung sei symmetrisch. Dann ist

die Grenzverteilung von (G, Pr).
Beweis: Nach Korollar 3.10 geniigt der Nachweis von
qr(i) - Prli, j] = qr(j) - Prlj,i].
In Gleichung (3.1) haben wir festgestellt, dass
Pr(i, j] = Grli, j] - Arli, j].
Wir fordern eine symmetrische Nachbarschaft mit identischen Umgebungsgréfien und deshalb
ist ) )

Tl = Ty~ oGy~ b

Also geniigt der Nachweis von
qr(i) - Arli, j] = qr(j) - Arlj, .

Die Behauptung folgt deshalb aus der folgenden Gleichungskette mit [z]* := max{z,0}

. . 1 _se  _po-rent
qr(i) - Arli,j] = ——-e T -e T
Nr
1 _IG) _f@O=F@OHF@—F@IT
g — e T -.e T
Nt
1 _@ _[f(i)—jf(j)ﬁ
— — . e -e
Nr

= qr(j) - Arlj,i].

und das war zu zeigen. O
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Was ist die Konsequenz von Satz 3.117 Zu opt := min{f(z) | L(z)} gilt offenbar

= i0) _ f(i)—opt
1; () i e T li € T
mm grt) = o 7@ —opt *
T—0 T—0 Z e T T—0 Z e~ T
7 Losung 7 Losung

Wenn f(i) # opt, strebt der Zahler gegen Null. Der Nenner strebt hingegen gegen die Anzahl
G der globalen Minima. Also gilt

lim gr(i) =

T—0 1

o sonstf(i) = opt

{ 0 f(i) # opt

und Simulated-Annealing wird bei hinreichend langer Laufzeit ein globales Minimum fin-
den. Leider hat Simulated-Annealing auch bei ,einfachen“ Optimierungsproblemen superpo-
lynomielle Laufzeit, wie zum Beispiel beim Problem des maximalen Matchings (siehe [SH]).
Zwar hat die Grenzverteilung von Simulated Annealing genau die von uns gewiischten Eigen-
schaften, leider ist aber die Konvergenzgeschwindigkeit in vielen Féllen viel zu gering: Die
Zeit, die bendtigt wird, um ein globales Optimum zu erreichen, ist viel zu hoch. Einen ersten
Eindruck dieses Phdnomens vermittelt das folgende Beispiel.

Beispiel 3.5 Wir nehem an, dass wir n Losungen, nédmlich die Elemente 1,2,...,n besitzen.
Die Nachbarschaft von ¢ sei U(i) = {i —1,4,i+ 1}, bzw. U(1) = {1,2} und U(n) = {n—1,n}.

Wir setzen
1 z<n—-1
flw) = { 0 z=n

und nehmen an, dass wir in der Losung 1 starten. Simulated Annealing wird jetzt einen Ran-
dom Walk durchfiihren und hierbei von einem Knoten zu einem seiner drei beziehungsweise
zwei Nachbarn gleichwahrscheinlich wandern. Nach einer erwarteten Anzahl von quadratisch
vielen Schritten wird Simulated Annealing das Optimum x = n erreichen, wihrend eine
vollstandige Enumeration das Optimum bereits nach linear vielen Schritten findet.

Im allgemeinen ist nur das Erreichen suboptimaler Werte realistisch, verbunden mit der Hoff-
nung, dass diese eine gute Approximationen des Optimums darstellen. Simulated Annealing
hat sich aber unter dieser abgeschwichten Erwartungshaltung bewihrt und gehért zum Stan-
dardwerkzeug in der Optimierung.

Aufgabe 44

Theo Retiker geht jeden morgen zu Fufl ins Biiro und jeden Abend zu Fufl nach Hause. Er besitzt drei
Regenschirme, nimmt aber immer nur einen mit zur Arbeit oder mit nach Hause, wenn es gerade regnet.
Befinden sich alle drei Regenschirme dort, wo er gerade nicht ist, und es regnet, so muss er durch den Regen
gehen. Sei angenommen, dass es an jedem Morgen und jedem Abend mit der Wahrscheinlichkeit p regnet.

(a) Bestimme die erwartete Zahl von trocken zuriickgelegten Wegen zwischen zwei mal Nasswerden in

Abhéngigkeit von p.
(b) Fiir welche Regenwahrscheinlichkeit p wird Theo am h#ufigsten nass?
Nehmen wir an, dass Theo gerne seltener nass werden wiirde. Er iiberlegt, ob er entweder weitere Schirme
kaufen sollte oder gelegentlich aufrdumen sollte.

(c1) Wie verdndert sich bei fixierter Regenwahrscheinlichkeit die Zeit zwischen zweimal Nasswerden, wenn

sich Theo k Regenschirme zulegt? Es kann angenommen werden, dass k gerade ist. Eine asymptotische
Aussage geniigt hier.

(c2) Wenn sich Theo einmal aufrafft und k/2 Regenschirme zu Hause und k/2 Regenschirme im Biiro de-
poniert und dann wieder zu seinem gewohnten Verfahren zuriickkehrt: Wie lange wird er nun in der
Erwartung trocken unterwegs sein, bis er zum ersten mal wieder nass wird. Auch hier geniigt eine
asymptotische Aussage.
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3.2 Speicherplatz-effiziente Suche in ungerichteten Graphen

Sei GG ein ungerichteter Graph und G besitze die Knoten 1 und 2. Wir mochten iiberpriifen,
ob die Knoten 1 und 2 zur selben Zusammenhangskomponente von G gehéren.

Natiirlich konnen wir die bekannten Traversierungsverfahren wie Tiefen- oder Breitensuche
anwenden, aber unser Ziel ist ein speicherplatz-effizienteres Verfahren: Man beachte, dass der
Stack der Tiefensuche oder die Schlange der Breitensuche im worst-case linear ©(n) viele
Knoten speichern muss, wobei n die Anzahl der Knoten des Graphen ist. Wir sind an einem
Verfahren interessiert, das hochstens O(logy n) Speicherplatz benotigt.

Algorithmus 3.12 Der Random-Walk Algorithmus
(1) Die Eingabe besteht aus dem ungerichteten Graphen G = ({1,...,n}, E), wobei fiir
jeden Knoten ¢ die Eigenschleife {i,i} eingesetzt sei.

T sei ein Schwellenwert.
(2) Setze w =1 und t = 0.
(3) Solange u # 2 und ¢t < T wiederhole

(3a) Wahle zuféllig eine Kante {u,v}.
(3b) Setze u =v und t =t + 1.

(4) Wenn u = 2, dann akzeptiere und verwerfe ansonsten.

Wir benutzen also einen Random Walk, um den Eingabegraphen zufillig zu durchlaufen. Da
der Graph ungerichtet ist, besteht nicht die Gefahr, dass wir uns in Sackgassen verirren, aber
mit welcher Wahrscheinlichkeit werden wir einen Weg finden, wenn ein Weg existiert?

Die Markoff-Kette des Random Walk: Wir nehmen zuerst an, dass G zusammenh#ngend
ist und ersetzen spéter G durch die Zusammenhangskomponente von Knoten 1. Die Zusténde
der Kette entsprechen den Knoten von G. Wir definieren die Ubergangsmatrix P der Markoff-

Kette durch ) )
.. = 1,]} € E,
P =< di
(i3] { 0 sonst.

d; ist die Anzahl der Nachbarn von Knoten 4, wobei i auch sein eigener Nachbar ist. Unsere
Markoff-Kette ist irreduzibel, denn G ist zusammenhdngend. Da jeder Knoten eine Eigen-
schleife besitzt, ist die Kette aperiodisch und damit ergodisch.

Wir behaupten, dass unsere Kette sogar umkehrbar ist. Dazu setzen wir p; = 5] EI und

erhalten fiir jede Kante {3, j}

d; 1 1 d; 1
Die Kette ist also tatséchlich umkehrbar. Wie héufig wird eine Kante e = {4, j} durchlaufen?
Der Knoten ¢ wird mit relativer Haufigkeit p; = % besucht. Die Wahrscheinlichkeit eines

Besuchs von e beginnend in i ist deshalb

1 d, 1 1

Pog T2 E 4 2 Bl
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Uberraschenderweise wird somit jede Kante in jeder Richtung mit Wahrscheinlichkeit genau

ﬁ durchlaufen!

Die Uberdeckungszeit: Unser nichstes Ziel ist eine Abschitzung der Uberdeckungszeit
(engl. cover time), also der erwarteten Schrittzahl, die benétigt wird, um alle Knoten des
zusammenhéngenden Graphen G zu besuchen. Die Commute Time C;; stellt sich hier als
hilfreich heraus. C;; ist die erwartete Schrittzahl, um von Knoten ¢ nach Knoten j und
zuriick zu Knoten ¢ zu wandern.

Wie grof} ist die Commute Time, wenn {7,j} eine Kante ist? Wir beachten, dass C; ;
hochstens so grofl ist wie die erwartete Zeit zwischen zwei Durchldufen der Kante {i,j}. Und
als Konsequenz folgt

Cij <2-|E|

Und wie grof ist die Uberdeckungszeit? Da G zusammenhingend ist, besitzt G einen Spann-
baum T (mit n — 1 Kanten). Also gibt es einen Weg in G, der jede Kante von T zwei-
mal, einmal in jeder Richtung, besucht. Wenn eq,...,e,_1 die Kanten von T sind, dann ist
die Uberdeckungszeit also durch die Summe der Commute Times der Kanten, also durch
S Ce, <2+ (n— 1) - |E| beschriinkt.

Lemma 3.13

(a) Jede Kante von G wird in jeder Richtung mit Wahrscheinlichkeit genau 5= durchlau-

21|
fen.
(b) Wenn {i,j} eine Kante ist, dann ist C; ; <2 - |E|.

(¢c) Die Uberdeckungszeit fiir G ist hochstens 2 - (n — 1) - |E|.

Random Walk als speicher-effiziente Traversierung: Gibt es einen Weg von Knoten 1
nach Knoten 27 Wenn wir einen Random Walk in G, beginnend mit Knoten 1 durchfithren
und Knoten 2 antreffen, dann kénnen wir mit Sicherheit sagen, dass Knoten 2 von 1 aus
erreichbar ist. Haben wir hingegen nach T' = (2- Uberdeckungszeit) vielen Schritten Knoten
2 nicht gefunden, dann konnen wir mit der Antwort ,,Knoten 1 und 2 sind nicht verbunden*
abbrechen, handeln unser allerdings einen Fehler von hochstens 1/2 ein.

Satz 3.14 Nach k unabhingigen Random Walks der Linge T = 4n - |E| wird eine existie-
rende Verbindung von Knoten 1 nach Knoten 2 mit Wahrscheinlichkeit hichstens 27 nicht
gefunden.

Es werden also hochwahrscheinlich alle Knoten einer Zusammenhangskomponente besucht,
solange der Random Walk die Lénge O(n - |E|) besitzt. Der Random Walk Algorithmus ist
also spiirbar langsamer als Tiefensuche oder Breitensuche mit Laufzeit O(n + |E|), erreicht
aber logarithmischen Speicherplatz, wihrend der Speicherplatz von Tiefen- und Breitensuche
im worst-case linear ist.
Offenes Problem 1
Bisher ist es nicht bekannt, ob das Zusammenhangsproblem fiir ungerichtete Graphen auf logarithmischem
Speicher durch deterministische Algorithmen lésbar ist.

Die néchste Aufgabe beschreibt universelle Traversierungssequenzen. Sollte eine universelle Traversierungs-

sequenz auf logarithmischem Platz durch deterministische Algorithmen berechenbar sein, dann ist auch das
Zusammenhangsproblem platz-sparend berechenbar.
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Aufgabe 45
Eine universelle Traversierungssequenz fiir ungerichtete zusammenhéingende Graphen mit n Knoten ist eine
Folge von Elementen aus {1, ...,n}. Wenn man auf einem beliebigen zusammenhéngenden Graphen von einem

beliebigen Knoten aus startet, so soll bei Anwendung der Sequenz der ganze Graph durchlaufen werden. Dabei
heifit Anwendung der Sequenz, dass in jedem Schritt in einem Knoten mit £ Nachbarn das néchste Symbol ¢
der Sequenz gelesen wird und zu Nachbar ¢ mod k gegangen wird.

Zeige, dass universelle Traversierungssequenzen von polynomieller Lange existieren. Dabei muss eine solche
Sequenz nicht effizient berechenbar sein.

Aufgabe 46

Gegeben ist ein zusammenhéngender, ungerichteter Graph G = (V, E) mit n Knoten und m Kanten. Eine
Irrfahrt in G beginnt bei einem Knoten. Man wéihlt den Nachfolgeknoten jeweils gleichverteilt unter den
Nachbarn des Knotens und setzt dann die Irrfahrt von dort fort. C,, sei die erwartete Zeit, um in einer Irrfahrt
von u aus alle Knoten mindestens einmal zu besichtigen. C(G) = max, C(u) heift Uberdeckungszeit.

G lasst sich als elektrisches Netzwerk betrachten, in dem jede Kante einem Widerstand von 1 Ohm ent-
spricht. Es gelten Ohms Gesetz (R = %), sowie Kirchhoffs Regel (fiir jeden Knoten gilt, dass die einlaufenden
Strome gleich den auslaufenden sind). Der Widerstand zwischen zwei Knoten sei R(u,v). Der Widerstand
R(G) eines Graphen G ist der maximale Widerstand zwischen zwei Knoten. Man kann Cy,, = 2m - R(u,v)
beweisen. Zeige: m - R(G) < C(G).

Aufgabe 47
Betrachte folgende Graphen: P, sei der Pfad aus n Knoten, L, besteht aus dem vollstindigen Graphen auf
%n Knoten sowie einem angefiigten Pfad P, /2, Kn sei der vollstindige Graph auf n Knoten. Zeige:

(a) C(Pn) =0(n?).
(b) C(Ln) = O(n?).
(¢) C(Kn)=0©(nlogyn).
Zusétzliche Kanten helfen also nicht unbedingt.

Aufgabe 48

Am Ende eines anstrengenden Semesters beschlieft Theo Retiker, dass er sich einen Urlaub verdient hat. Als
erstes muss er in seiner Stadt die Autobahnauffahrt finden. Da er weif3, dass er bei zufélliger Irrfahrt durch die
Stadt nach spétestens O(|V'| - |E|) Schritten iiberall gewesen ist, méchte er sich die Mithe sparen, den Weg im
Stadtplan zu suchen. Erst im letzten Moment féllt ihm ein, dass man zwar von jedem Punkt seiner Stadt aus
jeden anderen erreichen kann, dass es aber Einbahnstraflen gibt.

Wir betrachten also Irrfahrten auf gerichteten, stark zusammenhingenden Graphen. Wenn die Irrfahrt
einen Knoten erreicht, wird sie mit einer ausgehenden Kante, zufillig und gleichverteilt gewahlt, fortgesetzt.
Zeige, dass die erwartete Uberdeckungszeit einer solchen Irrfahrt exponentiell in der Zahl von Knoten und
Kanten wachsen kann.

3.3 Das k-Sat Problem

Im k-Sat Problem ist eine Formel « in konjunktiver Normalform gegeben, wobei die Klauseln
von « aus hochstens k Literalen bestehen. Es ist zu entscheiden, ob « eine erfiillende Belegung
besitzt.

Das k-Sat Problem ist N P-vollstindig und effiziente Algorithmen sind deshalb nicht zu
erwarten. Unser Ziel ist deshalb auch nur eine polynomielle Beschleunigung des enumerativen
Verfahrens, dass bei n Variablen in Zeit poly(n)-2" alle Belegungen aufzéihlt und in die Formel
einsetzt. Wir beginnen mit einem deterministischen Verfahren fiir 3-KNF. Wir nutzen aus,
dass das 2-Sat Problem effizient 16sbar ist.

Aufgabe 49
Entwickle einen effizienten Algorithmus, der entscheidet ob eine 2-Sat Formel erfiillbar ist.

Algorithmus 3.15

(1) Die Eingabeformel o« = k; A -+ A ky bestehe aus den Klauseln ki, ..., ky, wobei jede
Klausel aus hochstens drei Literalen besteht. Setze IC = {k1}.
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(2) Solange es eine Klausel k; gibt, die keine Variable mit einer Klausel in  gemeinsam
hat, fiige k; zu K hinzu.

Kommentar: Je zwei Klauseln in K sind variablendisjunkt. Nach Berechnung von K hat
jede Klausel k; mindestens eine Variable mit einer Klausel in K gemeinsam.

(3) Bestimme die Menge B aller Belegungen, die alle Klauseln in K erfiillen.

Kommentar: Jede Klausel wird von sieben der acht méglichen Belegungen erfiillt. Wenn
K aus m Klauseln besteht, dann ist m < n/3, denn je zwei Klauseln in K sind variablen-
disjunkt. Also besteht B somit aus hchstens 7 < 7%/3 Belegungen. (Wir identifizieren
zwei Belegungen, wenn sie sich nur in den Wahrheitswerten von Variablen unterscheiden,
die nicht in einer Klausel aus K vorkommen.)

(4) Fiir alle Belegungen b € B: Setze b in « ein. Fiir jede Klausel ist mindestens eine
vorkommende Variable bereits durch b gesetzt, und das resultierende 2-KNF Erfiillbar-
keitsproblem ist zu l6sen.

Satz 3.16 Wenn K aus m Klauseln besteht, dann lost Algorithmus 3.15 das 3-Sat Problem
in Zeit poly(n + N) - 7™ fiir Formeln mit n Variablen und N Klauseln.
Die worst-case Laufzeit ist durch poly(n + N) - 7%/% << 83 = 2" beschrinkt.

Beweis: Warum finden wir eine erfiillende Belegung, wenn eine erfiillende Belegung b exi-
stiert? Wir durchlaufen alle Belegungen in B, und wir werden deshalb auch b, eingeschrankt
auf die in K auftauchenden Variablen, finden. Das entsprechende Erfiillbarkeitsproblem fiir
2-Sat ist jetzt aber losbar, und wir werden tatséchliche eine erfiillende Belegung finden. O

Wir geben jetzt ein randomisiertes Verfahren an, das Belegungen zufillig auswiirfelt und
dann in wenigen Schritten versucht, die gewiirfelte Belegung in eine erfiillende Belegung zu
transformieren.

Algorithmus 3.17
(1) Die Eingabe oo = k1 A -+ - Ak sei eine k-KNF Formel mit n Variablen und N Klauseln.
(2) Wihle eine zuféllige Belegung b.
(3) Wiederhole 3 - n-mal:

(3a) Akzeptiere a, wenn « durch b erfiillt wird.
(3b) Ansonsten bestimme eine Klausel k;, die nicht durch b erfiillt wird.

(3c) Wihle zufillig eine in k; vorkommende Variable und flippe ihren Wahrheitswert.

Bemerkung 3.1 Natiirlich besteht die Gefahr, dass durch b erfiillte Klauseln durch Verédnde-
rungen in Schritt (3c) falsifiziert werden und dass der anscheinend zielgerichtete Random Walk
zu einer zufilligen Irrfahrt entartet, wenn wir zu viele Schritte ausfiithren. Die entscheidende
Beobachtung ist aber, dass eine erfiillende Belegung bereits durch den sehr kurzen Random
Walk von Algorithmus 3.17 mit einer signifikant grofien Wahrscheinlichkeit gefunden wird.

Im folgenden nehmen wir an, dass die k~-KNF Formel « von der Belegung a erfiillt wird. d(a, b)
bezeichne den Hamming-Abstand zwischen einer Belegung b und der erfiillenden Belegung a.
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Lemma 3.18 « sei eine k-KNF Formel mit n Variablen. Dann findet Schritt (3) fir k > 3
die Belequng a mit Wahrscheinlichkeit mindestens & - (725)4@Y).

Beweis: Sei b eine Belegung mit d(a,b) = d. Fiir die Analyse modellieren wir eine Iteration
von Algorithmus 3.17 durch eine Markoff-Kette mit den Zusténden 0,1,...,d,...,n. Algo-
rithmus 3.17 beginnt im Zustand d und wechselt von einem Zustand ¢ zum Zustand i —1 (bzw.
i+ 1) mit Wahrscheinlichkeit mindestens 7 (bzw. mit Wahrscheinlichkeit hochstens %), da
mindestens ein Literal der in Schritt (3b) ausgewéhlten Klausel auch von a erfiillt wird. Wir
bestimmen die Wahrscheinlichkeit ¢(b), dass ein Random Walk den Zustand 0 nach hochstens
3 - d Schritten aufsucht.

Wenn ein Random Walk nach hochstens 3 - d Schritten im Zustand 0 endet, wird er ¢
falsche Entscheidungen getroffen haben, also einen mit a tibereinstimmenden Wahrheitswert
flippen. Ein solcher Random Walk wird insgesamt d + 2 -¢ Schritte lang sein, da die ¢ falschen
durch d+ i richtige Entscheidungen wettgemacht werden miissen. Also ist insbesondere i < d.

Sei Wege(i) die Anzahl der Random Walks, die zum ersten Mal nach genau d + 2 -4
Schritten im Zustand 0 enden. Wir erhalten

a(b) > izd;Wegeu) ~ (%)dﬂ ~ (%)

Also geniigt der Nachweis von

S () (5 23

oder dquivalent von

Zl;Wege(z’). (%) (%)d“ . % 5)

Die linke Seite von (3.5) ist aber gerade die Wahrscheinlichkeit, dass ein Random Walk, der im
Zustand d beginnt und mit Wahrscheinlichkeit % nach links (bzw. mit Wahrscheinlichkeit %
nach rechts) wandert, den Zustand 0 nach hochstens 3 - d Schritten erreicht. Die Behauptung
folgt jetzt aus der niichsten Ubungsaufgabe. O

Aufgabe 50
Ein im Zustand d beginnender Random Walk wird mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 im Zustand 0 nach
héchstens 3 - d Schritten enden, falls die Wahrscheinlichkeit nach links zu wandern mindestens 2/3 ist.

Wir kénnen jetzt unser Hauptergebnis formulieren.

Satz 3.19 « sei eine k-KNF Formel mit n Variablen und N Klauseln. Es gelte k > 3. Wenn
« erfillbar ist, dann wird eine erfillende Belegung nach

Q.L.(Lﬁyzzﬂ(k_;l)”gn

Iterationen von Algorithmus 3.17 mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1—e™ L gefunden. Fiir 3-
Sat wird somit eine erfillende Belegung hochwahrscheinlich in Zeit poly(n+N)- (%)n gefunden.
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Beweis: Sei a eine beliebige erfiillende Belegung von o und d(a, b) bezeichnen den Hamming-
Abstand zwischen a und einer Belegung b. Wir bestimmen zuerst die Wahrscheinlichkeit p,
dass eine Iteration von Algorithmus 3.17 erfolgreich ist. Mit Lemma 3.18 folgt

1 1
p > Z prob|[ b wird gewéhlt | -

S (o ydab),
- 2 k-1
be{0,1}m

n 1 1
= Z prob| eine Belegung b mit d(a,b) = d wird gewahlt | - 3 (—k: — 1)d-
d=0

Wir beachten, dass es genau (Z) Belegungen b im Hamming-Abstand d von a gibt und erhalten
deshalb mit dem binomischen Lehrsatz angewandt auf (14 17)"

w1l &=(n 1y
> n, . o
Pz 2y Z<d) G=7
d=0
1 1
— 97" .2 .(1 - \n
U=

_ L (L)"
2 \2-(k—-1)) ~
Wenn wir ¢ Iterationen ausfiihren, dann ist die Misserfolgswahrscheinlichkeit hochstens
(1—p)f <e?
und die Misserfolgswahrscheinlichkeit fiir t = % - L ist durch e~ beschrinkt. O

Bemerkung 3.2 Wenn der Algorithmus die Formel « akzeptiert, dann besitzt « eine erfiillen-
n
de Belegung. Wird hingegen keine erfiillende Belegung nach 2 - L - (@) Iterationen

gefunden, dann ist o mit Wahrscheinlichkeit 1 — e~% nicht erfiillbar.

Aufgabe 51
Analysiere die erwartete Laufzeit des folgenden Algorithmus fiir das 2-SAT Problem unter der Annahme, dass
eine erfiillende Belegung existiert.

Man beginnt mit einer beliebigen Belegung der Variablen. Dann w#hlt man eine unerfiillte Klausel, falls
eine solche existiert und wihlt sodann zuféllig eine der beiden Variablen in der Klausel und dndert deren Wert.
Dies wiederholt man so lange, bis eine erfiillende Belegung gefunden ist.

Wenn wir polynomielle Faktoren in der Laufzeit ignorieren, dann erreicht der deterministische
Algorithmus die Laufzeit O(7%/3). Da 7'/% ~ 1,913, haben wir mit der Laufzeit (4/3)" ~
(1,333)™ eine signifikante Beschleunigung erreicht. Eine leichte Verbesserung, nédmlich von
(4/3)" auf 1.3303" wird in [HSSW] beschrieben. Diese Verbesserung wird erreicht, indem die
zufiillige Wahl einer Belegung b in Schritt (2) von Algorithmus 3.17 durch ein Preprocessing
wie in Algorithmus 3.15 ersetzt wird.

3.4 Google

Suchmaschinen miissen fiir eine Anfrage, bestehend aus mehreren Stichworten, die informativ-
sten Seiten fiir diese Stichworte suchen. Wir stellen im Folgenden den Random Walk Ansatz
von Google vor.
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Google bestimmt zuerst alle Webseiten, die die Stichworte der Anfrage enthalten. Die
gefundenen Webseiten werden dann sowohl lokal wie auch global bewertet. In der lokalen
oder anfrage-abhingigen Bewertung spielen Aspekte wie etwa

- Schriftgréffe und Néhe der Stichworte zueienander innerhalb der Seite,
- H&ufigkeit des Vorkommens der Stichworte innerhalb der Seite und

- Vorkommen der Stichworte in der Beschriftung von Hyperlinks, die auf die Seite zeigen

eine Rolle.

In der globalen oder anfrage-unabhéngigen Bewertung wird der Pagerank der Webseite
ermittelt. Der Pagerank pr(w) einer Webseite w soll die Qualitdt der Webseite wiedergeben
und wird im Wesentlichen durch einen , Peer-Review* bestimmt: Der Pagerank pr(w) ist hoch,
wenn viele Seiten u mit hohem Pagerank pr(u) auf die Seite w zeigen.

Ein erster Ansatz zur Bestimmung des Pageranks nimmt an, dass eine Seite v mit d
Hyperlinks (u,v1),..., (u,vq) jede Seite v; mit %u) bewertet. Demgeméifl erbt die Seite v;

den Beitrag prc(l”) iiber den Hyperlink (u,v;) und wir werden auf die Definition

p(w) = S 2 (3.6)

U

u zeigt auf w

gefiihrt, wobei wir annehmen, dass u genau d, Hyperlinks besitzt. Um diese Definition zu
interpretieren, fassen wir das WWW als eine Markoff-Kette auf: Die Knoten der Kette ent-
sprechen den Webseiten und ein Hyperlink (u,w) entspricht einem Ubergang von u nach w
mit Wahrscheinlichkeit 1/d,. Wir erhalten somit die Ubergangsmatrix P mit

Plu, w] = 1/dy  (u,w) ist ein Hyperlink,
10 sonst.

Die Pagerank Definition (3.6) ist jetzt dquivalent zu
pr=rprl - P

und der Pagerank entspricht somit einer stationdren Verteilung der WWW-Kette. Allerdings
ist die WWW-Kette nicht irreduzibel, denn zum Beispiel sind Webseiten ohne Hyperlinks
Sackgassen, und damit ist die Existenz einer stationdren Verteilung nicht gesichert.

Deshalb verdndert Google die Sichtweise ein wenig, um zu einer ergodischen Kette zu
gelangen. Im erfolgreichen zweiten Ansatz legt Google einen Random Walk zugrunde, der mit
Wahrscheinlichkeit (1 — ) eine benachbarte Seite aufsucht und mit Wahrscheinlichkeit o zu
einer zufilligen Webseite springt. Wenn wir annehmen, dass es genau n Webseiten gibt, dann
werden wir auf die Ubergangsmatrix

Plu,w] = {

gefithrt. Wir fordern wiederum, dass der Pagerank der (diesmal eindeutigen) stationéiren
Verteilung entspricht und erhalten deshalb wegen pr = pr- P und ), pr(u) = 1 die Setzung

pr(w) = Z%.pr(u)—f—(l—a). 3 pr(u)

u

+ 1;1;1 (u,w) ist ein Hyperlink,
sonst.

Se3Ie

u u zeigt auf w

=%+(1—0z)~ 3 pr(w)

u zeigt auf w u
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Die anfrage-unabhéingige Definition des Pageranks ist eine Schwéiche von Google. Aller-
dings ist eine abfrage-abhingige Definition kaum vorstellbar, da dies eine Berechnung zum
Zeitpunkt der Anfrage erfordert. Gegenwirtig werden mehrere Tausend PC’s benétigt, die
mehrere Stunden zur Berechnung des Pageranks benétigen und selbst dieser Aufwand ist
erstaunlich gering, da mehrere Milliarden Webseiten involviert sind: Man nutzt die hohe
Konnektivitit des Webgraphen aus, die dazu fiithrt, dass ein Random Walk sehr schnell gegen
die stationdre Verteilung konvergiert. Wenn my zum Beispiel eine Gleichverteilung auf den
Webseiten ist, fiihrt man sukzessive die Matrix-Vektor Produkte m;;.1 = m; P aus und 7 wird
fiir relativ kleines k bereits eine sehr gute Approximation der stationéden Verteilung darstellen,
denn 7, = moPF.

3.5 Volumenbestimmung konvexer Mengen

Sei K eine nichtleere, konvexe Menge im R"™. Unser Ziel ist die approximative Bestimmung des
Volumens von K. Wir ,machen uns freiwillig das Leben schwer®, indem wir annehmen, dass
uns nur ein Orakel zur Verfiigung steht, das Elementfragen ,z € K7¢ fiir rationale Vektoren
x € Q™ beantwortet. (Wir modellieren damit ein on-line Szenario, in dem ein Roboter in un-
bekanntem Terrain abgesetzt wird und der Roboter nur seine nichste Umgebung wahrnehmen
kann.) Sei

B(c)={zeR" ||z —¢ <r}CR"

eine Kugel mit Radius r und Mittelpunkt c¢. Wir setzen voraus, dass wir zur konvexen Menge
K Parameter d; und dy mit

Bd1 (0) CKC Bd2 (0)

kennen. Selbst wenn diese Hilfestellung gegeben ist, haben I. Bardny und Z. Fiiredi [BF]| ge-
zeigt, dass eine approximative Volumenbestimmung fiir deterministische Algorithmen duflerst
schwierig ist.

Fakt 3.1 A sei ein deterministischer Algorithmus, der fir jede konvexe Menge K C R™ mit
By, (0) CKC BdQ(O)'
untere und obere Schranken volypten (K ), voloben (K) mit

volynten (K) < volumen(K) < volgpen (K)
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in Zeit poly(n, d_ll’d2) bestimmt. Dann gibt eine solche konvexe Menge Ky mit

voloben (Ko) > <C n )n

VOlunten(KO) n . 10g2 n

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Fiir eine approximative Volumenbestimmung miissen wir also auf randomisierte Algorithmen

zuriickgreifen und hoffen, dass wir Algorithmen mit Laufzeit poly(n, d%’ dy) finden.

Beispiel 3.6 Wie kann man die Fléiche des Einheitskreises approximativ bestimmen?

X x\
X><
x
x

Wir ziehen zufillig eine geniigend grofie Anzahl von Punkten z1,...,z; aus dem Quadrat
[~1,+1]%. Wenn L* die Anzahl der Punkte aus dem Einheitskreis ist, dann wird

L*  volumen(B;(0))
L~ volumen([—1,+1]2)

gelten und 4 - LT wird eine gute Approximation der Kreisfliche 7 sein, da das Quadrat die
Flache vier hat.

Dieser Ansatz versagt aber im hoch-dimensionalen Fall: Das Volumen des n-dimensionalen
Wiirfels [—1, +1]™ ist 2", wihrend das Volumen der Kugel mit Radius 1 durch

volumen(B;(0)) = =

gegeben ist, wobei I' die Gamma-Funktion mit I' (3) = /7, (1) =1 und ['(z + 1) = z - ()
fiir z € R ist. Fiir eine geeignete Konstante ¢ > 1 g

volumen(B;(0)) < —.

Wenn wir somit nur polynomiell viele Vektoren zufiillig aus dem Einheitswiirfel [—1,+1]"
ziehen, befindet sich darunter mit hoher Wahrscheinlichkeit kein Punkt der Kugel!

Wir werden eine Folge rg = d1,...,rny > do langsam wachsender Radien definieren, so dass
sich die Volumina von B,, ,(0) N K und B,,(0) N K nur um hochstens den Faktor e unter-
scheiden. Sodann legen wir ein Gitter I' iiber K; = B,,(0) N K und durchlaufen I' p(n)-mal
mit Random Walks, um zufillige Gitterpunkte aus K; zu ziehen. Wenn e; die Anzahl der
Gitterpunkte ist, die bereits in K;_; liegen, dann ist v = %?) eine gute Approximation fiir
volumen(K;)
volumen(K;_1)
Approximation des Volumens von K.

den Quotienten v; = und wir erhalten volumen(Kj) - v} --- - v}y als eine gute
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Algorithmus 3.20 Random-Walk von B, (0) N K
(1) Wéhle e = (poly(n, %))71 und betrachte das Gitter
I'={e-x|zeZ"}
Wir beginnen den Random-Walk in zg =0 € T
(2) FOR j =1 TO poly(z,da, +) DO

(2a) Wiéhle zufillig einen mit z;_; benachbarten Gitterpunkt z, wobei 2z auch Nachbar
von sich selbst ist.

(2b) IF z € B,,(0) N K THEN z; = z ELSE z; = z;_1.

Warum liefert aber Algorithmus 3.20 einen zufélligen Gitterpunkt aus K; := B, (0) N K7
Wir modellieren den Random-Walk durch eine Markoff-Kette mit K; N T als Knotenmenge.
(Beachte, dass K; NT' eine endliche Menge ist). Wenn z € K; N T insgesamt d Gitterpunkte

als Nachbarn hat (inklusive sich selbst), erhilt jeder solcher Ubergang die Wahrscheinlichkeit
1

‘ Die Markoff-Kette ist offensichtlich irreduzibel und aperiodisch und damit ergodisch. Wie
sieht die eindeutig bestimmte stationére Verteilung aus? Die Verteilung sollte ,,beinahe® die
Gleichverteilung sein, denn die relativ wenigen Randpunkte haben geringe Wahrscheinlichkeit.
Lovéasz und Simonovits [LS] zeigen in einem technisch sehr aufwindigen Beweis, dass die
Markoff-Kette “schnell mischt”, dass der Random Walk die stationéire Verteilung also schnell

approximiert. Der vollstdndige Algorithmus hat jetzt die folgende Form.
Algorithmus 3.21 Approximation des Volumens einer konvexen Menge

(1) Die Eingabe besteht aus den Parametern d; und de mit By, (0) C K C Bg,(0).

(2) Definiere eine Folge von langsam grofler werdenden Kugeln beginnend mit By, (0) und
endend mit By, (0). Wihle als Radius der i-ten Kugel den Wert r; mit

1 )
Ti=d1-<1—|——>.
n
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Wegen volumen (B, (0)) = r" - volumen(B;(0)) gilt

Volumen(BmH(O)) _ (Tt " —(1+ l " <e
volumen(By, (0)) " .

(3) Sei N minimal mit ry > ds.

3|z

Kommentar: Es geniigt die Wahl N =~ nln Z—f, da dann ry =d; - (1 + %)N ~d-e

d
In 22
d1 e 4 :dz.

(4) FOR i =1 TO N DO

(4a) ,Durchlaufe die konvexen Mengen B,,(0) N K zufillig p(n)-mal mit Algorithmus
3.20 fiir ein Polynom p.

(4b) Wenn genau e; Endpunkte der durchlaufenen Wege in K N By, ,(0) liegen, setzen

WI1r

. p(n)

als unsere Schitzung fiir den Quotienten

_ volumen(B,,(0) N K)
~ volumen(B,, ,(0)NK)

(5) Gib volumen(Byg, (0)) - v] - v3 ... v} als Schétzung fir das Volumen von K aus.

Wir erhalten eine gute Abschétzung von volumen(B,, (0) N K) = volumen(K') mit Algorith-
mus 3.21, wenn die Einzelschitzungen v fiir v; scharf sind, denn

volumen (B, (0) N K) = volumen(B,,(0) N K) - vy - v3...0N.

Satz 3.22 Algorithmus 3.21 approximiert das Volumen einer konvexen Menge K C R™ mit
B4, (0) € K C Bg,(0) bis auf einen Faktor ¢ mit Wahrscheinlichkeit 1 — & in Laufzeit

1 1 1
[ —,d>, 1 -, —).
bo y(n) dl’ 2, 1089 (5> ’ 1_0)

Beweis: Siche [LS]. O

Der asymptotisch schnellste, bekannte Algorithmus zur Volumenberechnung einer konvexen
Menge wird in [KLS] beschrieben. Es diirfte in der Praxis vorteilhafter sein, die konvexe
Menge in grofileren Schritten zu durchlaufen. Bei dem gegenwirtigen Punkt z; wéhle zum
Beispiel eine zufillige Koordinate k und einen zufélligen Gitterpunkt aus

{zi +mb-e,|me Z}CT,

wobei e, der Einheitsvektor mit einer Eins in Position k sei.
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Kapitel 4

Pseudo-Random Generatoren

Wir haben die ganze Zeit iiber randomisierte Algorithmen geredet, wie aber gelangen wir
an Zufallsbits? Physikalische Effekte wie das thermische Rauschen eines Widerstands oder
radioaktive Zerfallsvorgéinge liefern gute Zufallsgeneratoren. Allerdings bendtigen wir Mef3-
gerite, die auf Schnelligkeit getrimmt werden miissen und auch die Reproduzierbarkeit eines
Zufallsexperiments ist nicht gewéhrleistet.

In der Praxis verwendet man deshalb Pseudo-Random Generatoren, die aus einer ,,zufilli-
gen Saat“, wie etwa der Systemzeit, eine zufillig erscheinende Bitfolge bauen. Der Konstruk-
tionsprozess erfolgt durch einen deterministischen Algorithmus.

Gibt es gute Pseudo-Random Generatoren und was bedeutet es iiberhaupt, dass ein
Pseudo-Random Generator gut ist? Um wieviel schneller kénnen randomisierte Algorithmen
im Vergleich zu deterministischen Algorithmen sein? Diese und &hnliche Fragen werden wir
uns im Folgenden stellen.

4.1 One-way Funktionen und Pseudo-Random Generatoren

In der Simulation von randomisierten Algorithmen durch deterministische Algorithmen ver-
sucht man, einen Random Generator durch einen Pseudo-Random Generator zu simulieren.
Ein Pseudo-Random Generatoren ,streckt” einen wirklichen Zufallstring und verldngert da-
mit den String. Der gestreckte Zufallstring sollte sich wie ein wirklicher Zufallstring verhalten
und damit alle relevanten statistischen Tests bestehen. Insbesondere sollten sich Random und
Pseudo-Random Generatoren in effizient durchfiihrbaren Tests nicht unterscheiden.

Definition 4.1 (a) Ein statistischer Test ist ein randomisierter Algorithmus, der eine Eingabe
akzeptiert oder verwirft. Ein effizienter statistischer Test ist ein randomisierter Algorithmus
mit polynomieller worst-case Laufzeit.

(b) Sei p ein echt monoton wachsendes Polynom mit p(n) > n. Ein Generator G : {0,1}* —
{0,1}* mit Streckung p produziert auf binéiren Eingaben der Lénge n bindre Ausgaben der
Lénge p(n). G heifit effizient, wenn es eine in Polynomialzeit rechnende deterministische Tu-
ringmaschine gibt, die den Generator implementiert.

(c) Sei G ein Generator mit Streckung p und sei T ein statistischer Test. Wir setzen

gn = prob[ T akzeptiert G(x) | |x| =n] und
rn = prob| T akzeptiert y | |y| = p(n) |.

79
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G besteht den Test T, wenn es zu jedem k € IN eine Schranke Nj gibt, so dass
Vn > Ni |gn — rn| < nk.

Die obigen Wahrscheinlichkeiten werden durch die Gleichverteilung auf den Paaren (z,u) (bzw
(y,u)) definiert, wobei z € {0,1}" (bzw. y € {0,1}*(") und u die Folge der vom statistischen
Test T auf Eingabe G(x) (bzw. y) angeforderten Zufallsbits ist. (Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass alle Berechnungen von 1" auf Eingaben derselben Linge dieselbe Anzahl von
Zufallsbits anfordern.)

Um einen Test T zu bestehen, darf sich der Generator also fiir grofle Eingabelingen nur
unerheblich von einem Random-Generator unterscheiden, wobei der Test (bzw. Algorithmus)
T zur Unterscheidung herangezogen wird.

Definition 4.2 Ein (effizienter) Generator G heifit ein (effizienter) Pseudo-Random Genera-
tor, wenn G jeden effizienten statistischen Test besteht.

Aufgabe 52
Eine alternative Definition von Pseudo-Random Generatoren lautet wie folgt: Sei G ein Generator mit Streckung
p und sei T ein statistischer Test. Wir setzen
gn =prob[ G(z) € T'| |G(z)| = p(n) ] und rn =prob[y € T'| |y| = p(n) |.
G besteht den Test T, wenn es eine Schranke N gibt, so dass
Vn> N |gn —ra] <1/2.

Ein (effizienter) Generator G heifit ein (effizienter) Pseudo-Random Generator wenn G jeden statistischen
Polynomialzeit-Test besteht.

Zeige, dass ein Pseudo-Random Generator gemifl der neuen Definition auch ein Pseudo-Random Generator
gemaf der alten Definition ist.

Warum haben wir das doch schwache Konzept der effizienten statistischen Tests statt un-
beschrénkter statistischer Tests benutzt? Zum Einen sind wir ja am Einsatz von Pseudo-
Random Generatoren fiir effiziente Algorithmen interessiert. Zum Anderen gibt es keine
Pseudo-Random Generatoren, die alle statistischen Tests bestehen! Warum? Sei G ein Gene-
rator, der Eingaben der Lénge n auf Ausgaben der Linge p(n) > n strecke. Wir definieren
den Test T mit

T(z) = { 1 G produziert z als Ausgabe (4.1)

0 sonst.

Offensichtlich ist prob] G(z) € T'| |z| = n | = 1, wihrend ein Random Generator héchstens
die Wahrscheinlichkeit % erzielt.

Beispiel 4.1 Der auf linearen Kongruenzen basierende Generator arbeitet mit einer ,, Saat“
s, einem Modulus m, einem Koeffizienten a¢ und einem Offset b. Die auf der Saat s basierende
Ausgabe erfolgt geméfl der Rekursion

x90=3S8, Tpy1 = (a-xp+b) mod p.

Dieser Generator wird héufig benutzt, ist aber leider kein Pseudo-Random Generator [B].

Ein weiteres Beispiel sind auf algebraischen Zahlen basierende Generatoren. (Eine al-
gebraische Zahl ist die Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten.) Fiir eine
algebraische Zahl o gibt dann der Generator G, die Bindrdarstellung von « aus. Leider ist
auch dieser Generator kein Pseudo-Random Generator [KLL84].
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Beachte, dass wir erlauben, eine Eingabe der Linge n nur um ein Bit zu strecken (denn
p(n) = n+1 ist ein echt monoton wachsendes Polynom mit p(n) > n). Natiirlich erhoffen wir
uns eine Streckung um ein beliebig vorgegebenes Polynom.

Satz 4.3 Sei G ein (effizienter) Pseudo-Random Generator und sei q ein beliebiges Polynom,
das echt monoton wachse. Dann gibt es einen (effizienten) Pseudo-Random Generator G', der
n Bits auf mindestens q(n) Bits streckt.

Beweis: Wir nehmen an, dass G n Bits auf n+ 1 Bits streckt; sollte G um mehr als n+ 1 Bits
strecken, dann ignorieren wir die zusétzlichen Bits. Wir definieren einen neuen Bit Generator

G* durch
G*(z) = GIM ().

Offensichtlich erreicht G* die gewiinschte Streckung und G* ist effizient, wenn G effizient
ist. Angenommen, G* ist kein Pseudo-Random Generator. Dann gibt es also einen effizienten
statistischen Test T, den G* nicht besteht. Wir definieren

gr, = prob[ T akzeptiert G*(x) | |x| =n] und r, = prob[ T™ akzeptiert y | |y| = q(n) |

und erhalten, da G* durchfallt,

‘g:; - Tn’ > n_k

fiir unendlich viele n. Wir definieren die Wahrscheinlichkeit
pi = prob[ T* akzeptiert GI™ =M+ () | |y| = n +i ]
fiir 0 <i < ¢(n) —n und erhalten

Pbo = g:L und Pg(n)—n = Tn-

Also gibt es ein 4 mit
n—k
’pz pz-i—l’ > q(n)
Wir definieren jetzt einen Test T', den der vermeintliche Pseudo-Random Generator G nicht
besteht: Ein Wort der Lange n 4+ ¢ + 1 ist genau dann zu akzeptieren, wenn der Test 7™ das
Wort G4~ (+i41) (1) akzeptiert.

Wenn wir G auf einen Random-String y der Lénge n+ i anwenden, dann wird G(y) genau
dann akzeptiert, wenn T* das Wort G4() =41 (G(y)) = GIM ="+ (3)) akzeptiert und dies
geschieht mit Wahrscheinlichkeit p;.

Wenn wir hingegen mit einem Random-String z € {0,1}""**! beginnen, dann akzep-
tiert 7% das Wort G4 ~("++1) (1) mit Wahrscheinlichkeit p;;; und wir haben G von einem

(wirklichen) Random Generator unterscheiden kénnen, denn es ist ja |p; — piy1| > Z(—_T:;. O

Natiirlich ist die Existenz von effizienten Pseudo-Random Generatoren die wesentliche Frage.

Lemma 4.4 Wenn NP C BPP, dann gibt es keine effizienten Pseudo-Random Generatoren.
Gleiches gilt im Fall von P = NP.
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Beweis: Der in (4.1) beschriebene Test T' gehort zur Klasse NP und nach Annahme auch
zur Klasse BPP. Folglich kann der Test, wie gefordert, durch einen effizienten randomisierten
Algorithmus implementiert werden. Schliellich beachte, dass aus P = NP die Bedingung
NP C BPP folgt. O

Die Existenz von Pseudo-Random Generatoren ist also alles andere als selbstverstdndlich und
man wird Pseudo-Random Generatoren nur unter weiteren Annahmen wie P # N P erhalten.
Die Annahme P # NP ist moglicherweise sogar zu schwach, denn sie ist eine Annahme
iiber das worst-case Verhalten von Berechnungen, wahrend die Existenz von Pseudo-Random
Generatoren eine Frage des erwarteten Verhaltens von Berechnungen ist.

Definition 4.5 Eine Funktion f : {0,1}* — {0,1}* heifit eine one-way Funktion, wenn f in
polynomieller Zeit durch eine deterministische Turingmaschine berechenbar ist und wenn fiir
jedes Polynom p, fiir jede probabilistische Turingmaschine M, die in Zeit O(p) rechnet, und
fiir alle hinreichend grofien n gilt, dass

prob[M berechnet auf Eingabe f(z) ein z mit f(z) = f(z) | z € {0,1}"] < ]%n)

Die obige Wahrscheinlichkeit wird durch die Gleichverteilung auf den Paaren (z,u) definiert,
wobei z € {0,1}" und u die Folge der von M auf Eingabe f(x) angeforderten Zufallsbits ist.
(Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle Berechnungen von M auf Eingaben der
Lénge n dieselbe Anzahl von Zufallsbits anfordern.)

Nicht nur ist die Annahme der Existenz von one-way Funktionen ausreichend, sondern diese
Annahme ist sogar dquivalent zur Existenz von Pseudo-Random Generatoren.

Satz 4.6 Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

(a) Es gibt einen effizienten Pseudo-Random Generator.

(b) Es gibt one-way Funktionen.

Beweis (a) = (b): Sei G ein Pseudo-Random Generator. Mit Satz 4.3 kénnen wir annehmen,
dass G n Eingabebits auf 2n Ausgabebits streckt. Wir zeigen, dass G bereits eine one-way
Funktion ist.

Wenn G keine one-way Funktion ist, dann gibt es ein k£ und eine probabilistische Tu-
ringmaschine M, so dass M eine Eingabe y = G(z) mit Wahrscheinlichkeit mindestens n=*
yinvertiert“. Wir definieren einen Test durch den folgenden randomisierten Algorithmus T
Simuliere M auf Eingabe y und akzeptiere y genau dann, wenn M ein 2’ mit G(z') = y
bestimmt.

Wenn wir einen Random String y € {0,1}?" wihlen, dann ist y mit einer Wahrscheinlich-
keit von hochstens 222—7; = 2% Ausgabe von G auf einer Eingabe der Linge n.

Wihlen wir hingegen y als eine Ausgabe von G, dann wird y mit einer Wahrscheinlich-
keit von mindestens n~* akzeptiert. Damit unterscheidet der Test zwischen G und einem
wirklichen Zufallsgenerator und G ist im Widerspruch zur Annahme kein Pseudo-Random
Generator.

Die Riickrichtung (b) = (a) ist weitaus schwieriger und wir verweisen auf [HILL]. O

Eine Reihe von vermuteten one-way Funktionen sind aus der Zahlentheorie bekannt.
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Faktorisierung: Als Eingabe sind zwei Primzahlen p und g gegeben. Die Ausgabe ist das
Produkt NV = p - ¢. Im Umkehrproblem ist also die Zahl IV zu faktorisieren.

Das Problem des diskreten Logarithmus: Als Eingabe ist eine Primzahl p, ein erzeu-
gendes Element ¢ modulo p und eine natiirliche Zahl i gegeben. Die Potenz ¢* mod p ist zu
berechnen. Im Umkehrproblem sind p, g und g’ mod p gegeben. Der , Logarithmus® i ist zu
berechnen.

Das RSA-Problem: Als Eingabe sind die Zahlen N, e und x gegeben, wobei e und ¢(N), die
Anzahl der primen Restklassen modulo N, teilerfremd seien. Der Modulus N ist ein Produkt
von zwei (nicht bekannten) Primzahlen. Als Ausgabe ist y = 2 mod N zu berechnen. Im
Umkehrproblem ist  zu bestimmen, wobei y, N und e gegeben sind.

Das Problem der diskreten Quadratwurzelberechnung: Als Eingabe sind natiirliche
Zahlen m und = < m gegeben. Die Ausgabe ist (m, 2 mod m). Das Umkehrproblem ist also
die Bestimmung der Wurzel modulo m. (Eine effiziente Losung gelingt effizient mit probabi-
listischen Algorithmen, solange m eine Primzahl ist.)

Weitere Kandidaten sind aus der Kombinatorik bekannt.

Das Dekodierproblem: Sei a < 1. Als Eingabe ist eine « - n x n Matrix C' von Nullen
und Einsen gegeben. (Wir fassen die Zeilen von C' als eine Basis des Coderaums auf, wobei
der Coderaum durch die Linearkombinationen der Zeilen iiber dem Korper ZZ, aufgespannt
wird.) Weiterhin ist eine zu verschliisselnde Nachricht = € {0,1}*™ sowie ein Fehlervektor e €
{0,1}" (mit nicht zu vielen Einsen) vorgegeben. Die Ausgabe ist die verrauschte Kodierung
y = 27 - C @ e. Im Umkehrproblem ist die urspriinliche Nachricht 2 fiir das verrauschte
Codewort y zu bestimmen.

Das Summen Problem fiir Teilmengen: Als Eingabe sind natiirliche Zahlen z1,...,x,
sowie eine Teilmenge I C {1,...,n} gegeben und die Ausgabe y = >, ; x; ist zu berechnen.
Im Umkehrproblem ist aus den Zahlen z1,. .., x, und dem Summenergebnis y eine Teilmenge
J C{1,...,n} zu bestimmen, so dass y = >, ; @;.

Um ein schwieriges Umkehrproblem zu , gewéhrleisten®, sollten die Zahlen aus dem In-
tervall [0,2"] gew#hlt werden. Allerdings scheint das Summenproblem zu den schwéchsten
Kandidaten zu zédhlen.

Wir kommen als nichstes zu effizienten Generatoren, die vermutlich Pseudo-Random Gene-
ratoren sind.

Der Blum-Micali Generator wihlt eine Primzahl p und eine erzeugende Restklasse g
modulo p. Sodann wird fiir eine Saat sg die Iteration s;+1 = ¢ mod p berechnet und die
Bitfolge (b1, ...,by) ausgegeben. Hierbei ist

b 1 wenn s; < p/2
1 0 sonst.

Der BM-Generator basiert also auf dem diskreten Logarithmus als one-way Funktion.

Der RSA Generator: Fiir eine Saat sy berechnen wir s;1; = s{ mod N. Die Ausgabe des

Generators fiir die Saat sg ist dann die Bitfolge (s; mod 2, ..., s, mod 2). Die Linge m der
Folge sollte polynomiell in der Anzahl der Bits von sg sein.

Der Blum-Blum-Shub Generator: Fiir eine Saat sy berechnen wir s;41 = 3? mod N,
wobei N = p - ¢ mit Primzahlen p = ¢ = 3 mod 4 gelte. Die Ausgabe des Generators fiir
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die Saat sp ist dann die Bitfolge (s1 mod 2,...,s,, mod 2). Die Linge m der Folge sollte
polynomiell in der Anzahl der Bits von sg sein.

Der BBS-Generator beruht also auf der diskreten Quadratwurzelberechnung als one-way
Funktion.

4.2 Derandomisierung

Wir werden jetzt mit Hilfe von Pseudo-Random Generatoren eine ,relativ gute* Simulation
von randomisierten Algorithmen durch deterministische Algorithmen erreichen. Wir benéti-
gen allerdings eine stérkere Version von Pseudo-Random Generatoren.

Definition 4.7 (a) Ein nicht-uniformer statistischer Test ist ein randomisierter Algorithmus,
der neben der Eingabe auch einen Orakelstring erhélt, wobei der Orakelstring nur von der
FEingabeldnge, nicht aber von der Eingabe selbst abhéngt.

Ein nicht-uniformer statistischer Test ist effizient, wenn der implementierende randomi-
sierte Algorithmus eine polynomielle worst-case Laufzeit besitzt und wenn der Orakelstring
von polynomieller Lénge ist.

(b) Ein Generator G : {0,1}* — {0,1}* heifit ein starker Pseudo-Random Generator, wenn
G alle nicht-uniformen, effizienten statistischen Polynomialzeit-Tests besteht.

Satz 4.8 Wenn es einen effizienten, starken Pseudo-Random Generator ¢ibt, dann ist

BPP C (| DTIME(2™).
e>0

Beweis: Sei M eine probabilistische Turingmaschine, die eine Sprache L. € BPP erkenne.
Wir nehmen an, dass M polynomielle Laufzeit besitzt.

Sei k € IN. Satz 4.3 gilt auch fiir starke Pseudo-Random Generatoren und wir kénnen an-
nehmen, dass es einen effizienten starken Pseudo-Random Generator G gibt, der n Zufallsbits
zu n* Pseudo-Random Bits aufbliht.

Wenn M die Laufzeit O(n") besitzt, dann fordert M héochstens O(n”) Zufallsbits an.
Wir konnen somit M auf Eingabe w wie folgt deterministisch simulieren. Zuerst werden
nacheinander alle 2°""*) Worte der Linge n'/* produziert. Wir fassen jedes produzierte Wort
v als eine Saat auf, die wir durch den starken und effizienten Pseudo-Random Generator auf
ein Wort v* der Lénge O(n") strecken. Wir benutzen v* als unser Reservoir von ,, Random-Bits*
und fithren mit Hilfe dieser Bits eine deterministische Simulation von M durch. Schliefllich
akzeptieren wir die Eingabe w genau dann, wenn mehr als die Hilfte aller Simulationen
akzeptieren.

Offensichtlich benétigt unsere Simulation poly(n) -20("") Schritte. Wir fixieren die Ein-
gabe w und erhalten einen effizienten Test mit Orakelstring w wie folgt: Simuliere M auf
Eingabe y und w; akzeptiere genau dann, wenn M ,seine“ Eingabe w mit y als Zufallsse-
quenz akzeptiert.

Da G ein starker Pseudo-Random Generator ist, besteht G den Test und unsere determi-
nistische Simulation gelingt! O

Dieses Ergebnis 148t sich verbessern. Sei E die Komplexitéitsklasse aller Sprachen, die durch
deterministische Turingmaschinen in Zeit 2" erkannt werden kénnen.
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Satz 4.9 [IW97] Wenn es eine Funktion f € E gibt, so dass f nur durch Schaltkreise der
Gripe 2% berechenbar ist, dann folgt

P = BPP.

Jede Sprache L € E besitzt eine uniforme Schaltkreisfamilie der Groe 2€(™ und jede uniforme
Schaltkreisfamilie der GroBe 20() berechnet eine Sprache in E. Damit gilt also P = BPP,
es sei denn Nicht-Uniformitdt beschleunigt die Berechnung einer jeden Funktion in E.
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Teil 11

On-line Algorithmen
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Kapitel 5

Der Wettbewerbsfaktor

On-line Algorithmen geben die i-te Ausgabe, nachdem sie die ersten ¢ Eingaben gelesen haben.
Im Gegensatz dazu kénnen off-line- Algorithmen zunéichst die gesamte Eingabe lesen und dann
alle Ausgaben produzieren.

Definition 5.1 Sei A ein Algorithmus, der fiir eine Eingabe o = (01,...,0,) eine Ausgabe
7 = (11,...,Tn) berechnet.

(a) A ist ein off-line Algorithmus, falls die Ausgabe berechnet wird, nachdem die gesamte
Eingabe betrachtet wurde.

(b) A ist ein on-line Algorithmus, falls fiir jedes i nur die Eingabe (o1, ...,0;) wihrend der
Berechnung von 7; bekannt ist. Wir bezeichnen die Ausgabe 7; mit A(oy,...,0;).

Wie sollen wir die Qualitét einer on-line Strategie bewerten? Ein Vergleich mit off-line Strate-
gien scheint unfair, da sich dann Algorithmen, die die Zukunft nicht kennen, an all-wissenden
Algorithmen messen lassen miissen. Uberraschenderweise lassen sich aber fiir viele wichtige
algorithmische Fragestellungen tatséichlich on-line Algorithmen entwickeln, die mit off-line
Algorithmen mithalten konnen!

Definition 5.2 Ein on-line Problem bewertet fiir jede Eingabefolge o = (o71,...,0,) Ausga-
befolgen 7 = (11, ...,7,). Die Bewertung erfolgt durch eine Funktion f mit Wert

flo,7) €R.
Ein off-line Algorithmus OPT ist optimal fiir f, falls

f(o,0pt(0)) < f(0, A(0))

fiir jeden off-line Algorithmus A und fiir jedes o gilt. Ein on-line Algorithmus A hat den
Wettbewerbsfaktor! hochstens « fiir ein on-line Problem f, wenn es eine Konstante ¢ gibt, so
dass

f(0,A(0)) < - f(o,0pt(0)) + ¢

fiir alle Eingabefolgen o gilt.

n der Literatur wird der Begriff “competitive ratio” verwandst.

89
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Unserer obigen Definition liegt zugrunde, dass wir Minimierungsprobleme mit einem moglichst
guten on-line Algorithmus I6sen méchten. Betrachten wir hingegen Maximierungsprobleme f,
dann sagen wir, dass A den Wettbewerbsfaktor « hat, wenn

f(o,A(0)) > = - f(o,0pt(0)) + ¢

LI~

fiir eine Konstante c gilt.

Wir haben sowohl fiir Minimierungs- wie auch fiir Maximierungsprobleme einen worst-case
Vergleich zwischen der vorliegenden on-line Strategie und einer optimalen off-line Strategie
durchgefiihrt. Natiirlich machen auch andere Evaluierungen Sinn wie etwa ein Vergleich der
erwarteten Qualitét der on-line Strategie (bzgl. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf An-
fragefolgen) und der erwarteten Qualitéit der off-line Strategie: Aber welche Verteilung gibt
die in der Praxis auftauchenden Anfragefolgen am besten wieder? An dieser Stelle wollen wir
nur festhalten, dass ein worst-case Vergleich durchaus nicht ,,gott-gegeben® ist.

Aufgabe 53
Professor Kalk hat vergessen, wo sein Auto geparkt ist. Dabei hat der Parkplatz die Form des Buchstaben V
und Professor Kalk steht an der Spitze des V. Er kann sich nicht erinnern, auf welcher Seiten und wie weit
entfernt von der Spitze das Auto geparkt ist. Professor Kalk betritt grundsétzlich nicht den Rasen zwischen
den Seiten des V. Er kann sein Auto nur identifizieren, wenn er seinen Schliissel probiert.

Gib eine Strategie an, mit der Professor Kalk sein Auto findet, und bei der sein Weg nur einen konstanten
Faktor langer ist als der kiirzeste Weg zum Auto.

Aufgabe 54

Theo befindet sich im Stop&Go-Verkehr auf einer zweispurigen Autobahn. Nehmen wir an, er startet auf der
rechten Spur (Spur 0), die linke nennen wir Spur 1. Auf den beiden Fahrspuren geht es zu verschiedenen
Zeiten unterschiedlich gut voran und immer wieder stellt sich die Frage, ob Theo versuchen sollte, die Spur zu
wechseln. Dabei kann er natiirlich nicht wissen, wie sich das Tempo einer Spur in der Zukunft entwickeln wird.

Er modelliert die Situation wie folgt. Er beginnt im Zustand 0. Allgemein befindet er sich im Zustand
i und ihm wird ein 2-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen (s§,s¥) gegeben, das angibt, wie stark man auf
beiden Spuren gebremst wird. Nun muss Theo entscheiden, ob er entweder auf seiner Spur i bleibt, was die
Verzégerungskosten von s¥ verursacht, oder ob er in den Zustand 1 — i wechselt, was die Kosten d + s¥_;
verursacht; d ist eine Konstante, die die Verzégerung durch einen Spurwechsel misst.

Der Stau ist irgendwann zu Ende, das heifit ab einem ng gilt fiir alle n > ng, dass s; = st = 0. Bis
dahin will Theo so wenig Kosten wie moglich angehduft haben, er kennt aber auch im Vorhinein das ng nicht.
OPT;(k) stehe fiir die minimalen (Offline-)Kosten unter allen méglichen Verhaltensweisen, die in Spur ¢ enden,
falls der Stau nach Tupel k beendet wire. Sei OPT (k) = min{OPTy(k), OPT1(k)} die beste beider Lsungen.

(a) Die situationistische Strategie sei folgende Regel: Bleib, falls st < sh_. +d, sonst wechsel die Spur.

Zeige, dass die situationistische Strategie keinen beschrankten Wettbewerbsfaktor hat.

(b) Die retrospektive Strategie sei folgende Regel: Bleib, falls OPT;(k) < OPTi_;(k), sonst wechsel die
Spur. Zeige, dass die retrospektive Strategie keinen beschrinkten Wettbewerbsfaktor hat.

(c) Zeige: Falls es einen Algorithmus gibt, der einen Wettbewerbsfaktor von « erreicht, wenn s§ =0V s = 0
fiir alle k gilt, dann gibt es auch einen Algorithmus mit Wettbewerbsfaktor « fiir das Problem ohne die
zusétzliche Einschrinkung. Die Aussage kann bei der néichsten Teilaufgabe verwendet werden.

(d) Gib einen deterministischen Algorithmus an, der den Wettbewerbsfaktor 3 erreicht. Deterministische
Algorithmen mit grofleren, aber beschrankten Wettbewerbsfaktoren ergeben Teilpunkte.

(e) Gib einen effizienten Algorithmus an, der OPTy(k), OPT1(k) und OPT (k) berechnet.

5.1 Das Ski Problem

Wir fahren in den Skiurlaub und sind vor die Entscheidung gestellt, moglicherweise jeden
Tag Skier fiir 1 Euro pro Tag zu leihen, oder fiir K Euro Skier zu kaufen. Leider wissen wir
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nicht, wie lange die Skisaison dauert. Wenn wir am ersten Tag Skier kaufen, kann die Saison
bereits am nédchsten Tag beendet sein. Wenn wir jeden Tag mieten, hitten wir andererseits bei
einer Saison von mindestens K 4 1 Tagen besser am ersten Tag Skier gekauft. Eine optimale
Entscheidung ist unmoglich, da wir das Wetter wahrend des Rests des Urlaubs nicht kennen.
Gibt es zumindest eine vom Standpunkt des Wettbewerbsfaktors beste Strategie?

Die Eingaben fiir das Skierproblem sind Worte o € 1*0, wobei die Anzahl der Einsen die
Lange der Saison darstellt. Die Ausgabe sei

7; € {Miete am i-ten Tag, Kaufe am i-ten Tag, bereits gekauft}.

Im Skierproblem ist f(o,71,...,7,) der durch die Entscheidungen (71,...,7,) ausgegebene
Geldbetrag. Fiir Eingabefolgen o = 1¥0 wird ein optimaler off-line-Algorithmus stets Skier
mieten, falls k < K. Fiir kK > K werden Skier am ersten Tag gekauft.

Eine beste Strategie im Sinne von Definition 5.2 mietet Skier fiir die ersten K —1 Tage und
kauft am K-ten Tag. Warum? Wir bestimmen zuerst den Wettbewerbsfaktor. Offensichtlich
ist die Strategie optimal, wenn die Saison K — 1 Tage oder weniger dauert. Bei K Tagen
haben wir K — 1+ K = 2- K — 1 Euro ausgegeben, wihrend die beste Strategie nur K Euro
kostet. Diese Strategie hat somit den Wettbewerbsfaktor % < 2 und ist besser als jede
Strategie, die spéater kauft. Wenn hingegen eine Strategie am k-ten Tag mit £ < K — 1 kauft,
gilt fiir den Wettbewerbsfaktor:

k—1+K K-1
L N
k T T

o =

Satz 5.3 Wenn wir Skier am Tag K kaufen, dann erreichen wir einen Wettbewerbsfaktor
zwei. Jede andere on-line Strategie hat einen Wettbewerbsfaktor grifier als zwei.

Wir greifen das Ski Problem wieder auf, fragen uns aber diesmal, ob randomisierte on-line
Strategien ,,mehr bringen“. Bevor wir uns dieser Frage zuwenden, miissen wir aber kliaren, wie
eine randomisierte on-line-Strategie auszuwerten ist, denn schliefllich wird nicht eine einzige
Ausgabe, sondern vielmehr eine Verteilung iiber verschiedene Ausgaben geliefert.

Definition 5.4 Die Funktion f beschreibe ein on-line Problem. Wir sagen, dass eine rando-
misierte on-line Strategie A den Wettbewerbsfaktor hochstens « fiir F' besitzt, wenn es eine
Konstante ¢ gibt, so dass

E[f(o,A(0))] < a- f(o,0pt(c)) + ¢
fiir jede Eingabefolge o gilt.

E[f(o,A(0))] ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen f(o, A(0)). Diese Zufallsvariable
bewertet die von A auf Eingabefolge o zufillig erzeugte Ausgabe durch die Funktion f.
Beachte, dass die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Ausgabefolge durch den Algorithmus A
festgelegt wird, und E|[f (o, A(o))] ist nichts Anderes als die erwartete Bewertung der Ausgabe
von A(o).

Wir benutzen hier das ,,Oblivious Adversary“ Modell: Der Gegner, der bestrebt ist, ein
fiir die on-line Strategie moglichst schlechtes Szenario zu bestimmen, kennt zwar die on-line
Strategie, kann aber das schlechte Szenario nicht sukzessive unter zuséitzlicher Kenntnis der
bisherigen Ausgaben der on-line Strategie ,, verschlimmern®.
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Aufgabe 55

Das Spiel “Verkaufe den Rembrandt” hat folgende Regeln: Einem Spieler wird eine unendliche Sequenz von
Preisen p; nacheinander gegeben. In jedem Schritt ¢ muss sich der Spieler entscheiden, ob der Preis p; ange-
nommen wird, woraufhin das Spiel mit Gewinn p; endet.

Beim Spiel “Verkaufe dein Gold” gelten folgende Regeln: Der Spieler besitzt eine Menge Gold von G
Kilogramm. In jedem Schritt bekommt er ein Preisangebot p; fiir ein Kilo Gold. Er kann sich nun entscheiden
zum Preis p; pro Kilo einen Teil seines Goldes zu verkaufen. Das Spiel endet, wenn alles Gold verkauft ist, mit
dem entsprechenden Gewinn. Zeige:

(a) Az sei ein deterministischer Algorithmus fiir “Verkaufe dein Gold”. Dann gibt es einen randomisierten
Algorithmus A; fiir “Verkaufe den Rembrandt”, so dass bei jeder Folge von Preisen (p; | i) der erwartete
Gewinn von A; auf der Folge (p; | ¢) gleich dem Gewinn von A; auf derselben Sequenz ist.

(b) A; sei ein randomisierter Algorithmus fiir “Verkaufe den Rembrandt”. Dann gibt es einen determi-
stischen Algorithmus A, fiir “Verkaufe dein Gold”, so dass bei jeder Folge von Preisen (p; | i) der erwartete
Gewinn von A; auf der Folge gleich dem Gewinn von As auf derselben Folge ist.

FaziT: Beide Spiele sind “gleich schwierig”, denn man kann sogar zeigen, dass ein randomisierter on-line
Algorithmus fiir “Verkaufe dein Gold” nicht besser sein kann als der beste deterministische on-line Algorithmus.

Zuriick zum Ski Problem: Eine randomisierte Strategie wiirde zu Beginn des ¢ + 1ten Tages
mit Wahrscheinlichkeit 7; Skier kaufen (und nicht an vorangegangenen Tagen) und mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — m; Skier mieten. Das Ziel ist die Bestimmung einer Verteilung 7, so dass der
Quotient aus erwartet entstehenden Kosten und minimalen Kosten moglichst klein ist. Dabei
hat man sich vorzustellen, dass ein Gegner, der die Verteilung kennt, auf moglichst gemeine
Art und Weise die Skisaison genau dann beendet, wenn dieser Quotient am grofiten ist.

Betrachten wir zuerst die erwarteten Kosten fiir eine Verteilung 7. Es wére unklug, Skier
an einem Tag t > K zu kaufen, da ein Kauf am Tag K geringere Kosten verursacht. Wir
konnen deshalb 0.B.d.A. annehmen, dass 7wy = 0 fiir £ > K gilt. Wenn die Ski Saison am Ende
des Tages T endet, dann betragen die erwarteten Kosten

T-1 K
E(T)=> (t+K) m+T-Y m,
t=0 t=T

denn wenn Skier an einem Tag ¢t + 1 < T mit Wahrscheinlichkeit 7m; gekauft werden, dann
belaufen sich die Gesamtkosten auf ¢+ K da die Mietkosten ¢ betragen. Werden Skier hingegen
wéhrend der Saison nicht gekauft (und das geschieht mit Wahrscheinlichkeit Zfi o Tt), dann
sind nur die Gesamtkosten T, also die Mietkosten zu bezahlen.

Da die Saison aber am Ende des Tages T' < K endet, betragen die optimalen Kosten T
und wir erhalten die Bedingung

T-1 K
E(T)=> (t+K) m+T-Y m=a-T,
t=0 t=T

wenn wir den Wettbewerbsfaktor a erreichen wollen. Um eine mdoglichst gute Verteilung 7 zu
berechnen, fiihren wir eine heuristische Rechnung durch: Wir nehmen an, dass die Variable
T das reelle Intervall [1, K| durchlduft, dass 7 eine auf [1, K| definierte Verteilung beschreibt
und erhalten dann die Bedingung

F(T):= /tTO(t—l—K)-ﬂ(t) -dt—l—T-/tKTﬂ(t) ~dt <o-T.
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Wir nehmen weiterhin heuristisch an, dass Gleichheit besteht. Wir differenzieren beide Seiten
nach 7" und erhalten die Bedingung

K

F'(T):(T—}—K)-W(T)—I—[/tTw(t)-dt—T-ﬂ'(T) =« (5.1)

Das verbleibende Integral mochten wir ebenfalls loswerden und differenzieren nochmals nach
T, um

F'(T) = [#(T)+(T+K) -«(T)] + [-n(T) = «(T) = T - 7'(T)]
— K-(T)—=(T)=0

zu erhalten. Die Differentialgleichung 7(T) = K - 7/(T') hat aber genau die Lésungen

r(T)=c- /K

fiir eine Konstante ¢, die so zu withlen ist, dass wir eine Verteilung erhalten: Da (c- K -eT/K) =

¢ el/K = 1(T) fithrt die Bedingung 1 = fOK 7(t) - dt auf die Forderung 1 =c- K -e —c- K,

und damit ist ¢ = Wie grof} ist der Wettbewerbsfaktor a? Wir setzen die Losung

1
K(e—1)
w(T) = K.(i_l) - eT/K in Bedingung (5.1) ein und erhalten fiir T = 0

K 1

e
=K -7(0 t)dt = 1= .
« 7r()—|—/t:07r() 1t p—
Satz 5.5 Wenn Skier zu Beginn des Tages T mit Wahrscheinlichkeit mp = ﬁ - eT/K

gekauft werden, dann wird der Wettbewerbsfaktor —= erreicht.

Da % =~ 1,58 haben wir im Vergleich zur optimalen deterministischen on-line Strategie
eine signifikante Verbesserung erreicht. Der Leser ist aufgefordert das heuristische Argument
durch einen formalen Beweis zu ersetzen. Tatséchlich ist unser randomisierte Algorithmus

sogar optimal, denn

Aufgabe 56

Zeige, dass jeder randomisierte on-line Algorithmus mindestens den Wettbewerbsfaktor —=5 besitzt.

5.2 Scheduling

Wir beginnen mit dem Minimum Makespan Problem. Es sind n Aufgaben Aq,..., A,
gegeben, wobei Aufgabe A; die Laufzeit ¢; besitzt. Die Aufgaben sind so auf m Maschinen
auszufiihren, dass der ,Makespan®, also die fiir die Abarbeitung aller Aufgaben anfallende
Bearbeitungszeit, minimal ist. Mit anderen Worten, wenn

I; = {i| A; wird auf Maschine j ausgefiihrt}

die Menge der auf Maschine j auszufiihrenden Aufgaben ist, dann ist

max E ot
1<j<m i€l

der Makespan. Wir benutzen eine denkbar einfache Greedy Strategie: Fiihre die aktuelle
Aufgabe auf der Maschine mit der bisher geringsten Last aus.
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Lemma 5.6 Der Greedy Algorithmus besitzt den Wettbewerbsfaktor 2.

Beweis: Fiir eine gegebene Instanz sei Maschine ¢ die am schwersten ,,beladene“ Maschine,
die also als letzte Maschine noch rechnet. Falls i nur eine Aufgabe ausfiihrt, ist der on-line
Algorithmus offensichtlich optimal. Angenommen, 4 fithrt mindestens zwei Aufgaben aus. Sei
A; die letzte von 7 ausgefithrte Aufgabe. Wenn 7' die Gesamtlaufzeit von ¢ ist, dann waren
zum Zeitpunkt 7" — ¢; alle anderen Maschinen beschéftigt. Folglich ist

n
Ztk2(m—l)-(T—tj)—i—T:mT—(m—l)-tjZmT—m-tj
k=1

und damit folgt

n

1 1 &
T<—. t t; <2 -max{q — - tr, ti o .

Die Behauptung folgt mit der nichsten Aufgabe. O

Aufgabe 57
Fiir jede Aufgabe A; ist der Makespan mindestens max { = - >0 | t, t;} .

Unsere Analyse kann nicht verbessert werden wie das folgende Beispiel zeigt. m - (m — 1)
Aufgaben der Lange 1 sowie eine Aufgabe der Linge m sind gegeben. Offensichtlich ldsst sich
der Makespan m erreichen, wenn eine Maschine fiir die lange Aufgabe reserviert wird.

Werden andererseits zuerst die kurzen Aufgaben gleichméfig {iber die m Maschinen ver-
teilt und folgt dann die lange Aufgabe, so erhalten wir den Makespan 2 - m — 1.

Aufgabe 58
Wir betrachten den Fall von m = 2 Maschinen.

(a) Zeige, dass der oben beschriebene Greedy Algorithmus den Wettbewerbsfaktor 3/2 besitzt.
(b) Zeige, dass jede on-line Strategie mindestens den Wettbewerbsfaktor 3/2 besitzt.

(c) Entwickle eine randomisierte on-line Strategie mit einem Wettbewerbsfaktor von héchstens 4/3.

Offenes Problem 2
Bestimme den Wettbewerbsfaktor einer besten on-line Strategie. Die gegenwértig beste On-line strategie besitzt
den Wettbewerbsfaktor 1.923.

Der Wettbewerbsfaktor einer besten randomisierten on-line Strategie ist ebenfalls nicht bekannt.

5.3 Kurze Wege in unbekanntem Terrain*

Wir platzieren einen Roboter auf dem zweidimensionalen Gitter ZZ x ZZ. Der Roboter sitzt
anfianglich auf dem Gitterpunkt s = (0,0) und moéchte den ihm bekannten Gitterpunkt
t = (n,0) erreichen. Auf dem Weg von s nach ¢ kann der Roboter jeweils zu einem der
benachbarten Gitterpunkte wechseln. Auf dem Gitter sind aber achsenparallele Rechtecke
als undurchdringliche Hindernisse verteilt. Wir setzen allerdings voraus, dass keine zwei Hin-
dernisse aneinanderstossen. Der Roboter hat keine a priori Information {iber die Lage der
Hindernisse.
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Was kann der Roboter zu einem gegebenen Zeitpunkt sehen? Er sieht jeden Punkt des Gitters,
der durch eine hindernisfreie Gerade mit seinem aktuellen Aufenthaltsort verbunden ist. Wir
erhalten ein on-line Problem, da zu jedem Zeitpunkt eventuell neue Teile der Umgebung
bekannt werden. Kénnen wir Strategien entwerfen, so dass der vom Roboter benutzte Weg von
s nach t nicht viel ldanger als der kiirzeste Weg ist? Unser erstes Ergebnis ist sehr enttéduschend:

Satz 5.7 Zu jeder on-line Strategie A kann eine Umgebung konstruiert werden, so dass der
kiirzeste Weg von s = (0,0) nach t = (n,0) die Linge O(n®?) besitzt, der von A gewdhlte
Weg jedoch die Linge Q(n?) hat.

Beweis: Der Roboter wird auf den Gitterpunkt s = (0,0) gesetzt. Wir werden den Roboter
stets mit (gedffneten) Kisten umschlieflen. Dabei ordnen wir die Kisten so an, dass der
Roboter nur seinen gegenwirtigen und wenige Nachbarkésten sehen kann. Die Késten haben
die Hohe n und Breite 2. Die anfinglich platzierten Késten sind in der folgenden Abbildung
dargestellt.

® Roboter

X sichtbarer Kasten

Immer wenn der Roboter in einen neuen Kasten hineinléuft, fiigen wir Vertikale ein, damit die
Situation des Roboters identisch zur verlassenen Situation ist. Der Roboter muss mindestens
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5 Schritte laufen, bevor er seinen Kasten verlassen kann. Danach kann er maximal zwei
horizontale Schritte laufen. Nachdem der Roboter durch 7 Késten laufen musste, beenden

wir das Platzieren der Vertikalen und ihrer Trennwénde, so dass der Roboter sein Ziel erreichen

kann. Insgesamt bendtigt der Roboter mindestens 5 - 7 = Q(n?) Schritte.

Die Hindernisse haben eine Gesamtlinge von O(n?), d.h. es muss eine Zeile yo mit g <
n3/2 geben, die von héchstens O(y/n) Hindernissen getroffen wird. Eine off-line Strategie
lasst den Roboter erst zur Koordinate (0,yp) laufen und dann die O(y/n) Hindernisse mit
jeweils O(n) Schritten umlaufen. Danach kann der Roboter das Ziel hindernisfrei erreichen.
Die Gesamtlinge des Weges ist durch O(n3/ 2) beschriinkt. O

Aufgabe 59

Wir betrachten das Roboterproblem, also die on-line-Version des kiirzesten-Weg-Problems auf einem Gitter

mit rechteckigen Hindernissen, wobei von Koordinate (0,0) die Wand (n,i);cz erreicht werden soll.
Algorithmus 5.8 bewegt den Roboter immer innerhalb eines Streifens von —% bis +% um die z-Achse,

wobei die Streifenbreite w € {n, 2n, 2%n, 220, .. .} im Laufe der Zeit eventuell vergréBert wird. Die Zahl 7 = %

heifit Schwellenwert, SD € {Nord, Stid} heifle Sweep-Direction und SC € {0, ..., /n} heile Sweep-Counter.

Algorithmus 5.8 (1) SD=Sid, SC=0, w=mn, 7= %

(2) Laufe nach Osten bis zum néchsten Hindernis (oder bis die Koordinaten (n, ¢) fiir ein beliebiges ¢ erreicht
sind).

(3) ynora und ysia bezeichne die y-Koordinaten der nordwestlichen bzw. siidwestlichen Ecke des Hindernis-
ses und y die y-Koordinate des Roboters.

(3a) Falls der Abstand von y zur nérdlichen (bzw. siidlichen) Ecke kleiner als 7 ist, so umlaufe das
Hindernis in dieser Richtung und kehre auf dieselbe y-Koordinate zuriick.

(3b) Ragen beide Ecken aus dem Streifen, d.h. ynora > %w und ysia < f%w, dann setze w := 2w,
7:= 27, SC = 0 und SD = Siid.

3c) Beide vorige Fille gelten nicht und |ysp| < 1w. Dann umlaufe das Hindernis in Richtung SD und
g g Y 3 g
bleibe auf y-Koordinate ysp.

(3d) Die Fdlle a),b) und c) treffen nicht zu, also |ysp| > 3w. Laufe in Gegenrichtung zu SD am
Hindernis vorbei, dann in Richtung SD bis zum Rand des Streifens. Wechsele SD, SC := SC + 1.

(4) TF SC > v/n THEN SC = 0, SD = Siid, w = 2w und 7 = 27.
(5) Gehe zu Schritt (2).

e - — - -

a) c) SD

Sei wy die Streifenbreite am Ende. Zeige, dass die Linge des gelaufenen Wegs durch O(wy - v/n) beschréinkt
ist, und dass die Lénge des kiirzesten Wegs mindestens Q(wy) betrégt. Damit ist der Wettbewerbsfaktor
des Algorithmus’ O(y/n) und der Algorithmus ist asymptotisch optimal, da die untere Schranke von Q(y/n)
getroffen wird.

Wo liegt die Schwierigkeit fiir einen on-line Algorithmus? Die Rechteck-Hindernisse sind de-
generiert und der Roboter profitiert nicht von einer langen vertikalen Wanderung durch eine
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entsprechend lange horizontale Wanderung. Sei R ein Rechteck mit Seitenléngen a und b.
Dann nennen wir

b
A= max{%, -}
a

den Degenerierungsfaktor des Rechtecks. Insbesondere ist der Degenerierungsfaktor genau
dann 1, wenn ein Quadrat vorliegt.

Satz 5.9 Es sei eine Umgebung mit Startpunkt s = (0,0) und Ziel t = (n,0) gegeben, die nur
aus Rechteck-Hindernissen mit Degenerierungsfaktor hichstens A bestehe.

(a) Dann gibt es eine on-line Strategie mit Wettbewerbsfaktor hichstens % + 1.

(b) Fiir A\ = O(y/n) besitzt jede on-line Strategie einen Wettbewerbsfaktor von Q(X).

Beweis (a): Wir geben eine einfache on-line Strategie an:

(1) Der Roboter beginnt auf der Linie (7, 0) und bewegt sich in horizontaler Richtung solange
nach rechts wie dies moglich ist.

(2) Wenn der Roboter auf ein Hindernis trifft, umléuft er dieses Hindernis mit optimalen
Weg, um wieder auf y-Koordinate 0 zu gelangen.

Es werden hochstens n - % + n Schritte gemacht. Da der optimale Weg mindestens n Schritte
lang ist, folgt die Behauptung.

(b) Wir verfahren wie in Satz 5.7. Diesmal konnen wir aber nur erzwingen, dass nach
zwei horizontalen Schritten mindestens % vertikale Schritte bendtigt werden und erhalten die
Mindestlénge (3 +2) - 2 = 2 . p,

Wie sieht ein kiirzester Weg aus? Ein Hinderniss taucht in hochstens A y-Koordinaten auf,
d.h. es gibt eine Zeile yp mit |yo| < Ay/n, in der nur O(y/n) Hindernisse vorkommen. Dies
fithrt auf einen Weg der Liange n + O(Ay/n) und das Ergebnis folgt fiir A = O(y/n). O
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Kapitel 6

Das Paging-Problem

Angenommen, wir kénnen nur wenige Seiten eines langsamen externen Speichers in einem
schnellen internen Speicher halten. Wenn eine neue Seite angefordert wird, miissen wir eine
andere Seite auslagern. Wie bestimmen wir die auszulagernde Seite?

Zur Formalisierung nehmen wir an, dass genau k Seiten intern gespeichert werden kénnen.
Ein on-line Algorithmus fiir das Paging-Problem erhélt fiir jede angeforderte, aber nicht vor-
handene Seite einen Strafpunkt. Welche Wettbewerbsfaktoren kénnen erreicht werden?

6.1 Deterministische Strategien
Wir betrachten die folgenden On-Line Strategien.

- LFU (Least-Frequently-Used): Lagere die am wenigsten angeforderte Seite aus. Dabei
zéhlen wir die Anzahl der Anforderungen vom Zeitpunkt der letzten Einlagerung der
Seite an.

- LRU (Least-Recently-Used): Lagere die Seite aus, deren letzte Anforderung am weite-
sten zuriickliegt.

- FIFO (First-In-First-Out): Lagere die Seite aus, die am lingsten gespeichert wurde.

- RANDOM: Verdringe eine zufillig und uniform gewéhlte Seite aus dem Speicher.

Aufgabe 60

Die RANDOM Strategie fiir das Paging-Problem verdréngt fiir eine neu zu ladende Seite eine zufillige Seite
aus dem Speicher. Zeige, dass die RANDOM Strategie einen Wettbewerbsfaktor von mindestens k besitzt.
Hinweis: Seien a1, a2, ..., ak, b1, bs, ... voneinander verschiedene Seiten. Betrachte eine Folge

a1,0a2,...,0k, (bl,ag, .. .,ak)l, (bg,ag, .. .,ak)Q, (bg,ag,. . ,ak)s,. .

wobei (s)! eine I-fache Wiederholung der Folge s bedeutet.

Wir untersuchen zuerst die LFU Strategie. Bei einer Speicherfdhigkeit von k£ Seiten werden
zuerst die Seiten pi,po,...,pr nacheinander eingelesen, gefolgt von der Anforderungsfolge
P2, ..., pk. Danach starten wir die Anforderungen pg, p1, po, p1, - - ., die jeweils zur Auslagerung
der anderen Seite fiihren. Der Wettbewerbsfaktor ist durch keine Konstante beschriankt, denn
eine optimale off-line Strategie erhélt nur einen Strafpunkt.

99
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Aufgabe 61
Die Paging Strategie Flush-when-Full leert den Seitenspeicher vollsténdig, wenn ein Seitenfehler auftritt und
kein Platz mehr fiir die neue Seite vorhanden ist. Daraufthin wird die neue Seite eingelagert.

Bestimme den Wettbewerbsfaktor der Strategie.

Satz 6.1 Jeder deterministische on-line Algorithmus fiir das Paging-Problem mit k Seiten
hat mindestens den Wettbewerbsfaktor k.

Beweis: Sei A ein on-line Algorithmus und o eine Folge, die zu einem ersten Strafpunkt fiihrt.
Zu diesem Zeitpunkt habe A die Seiten (pi,...,px) gespeichert und die Seite py ausgelagert.
Da A deterministisch arbeitet, lisst sich eine Eingabefolge ¢’ (mit Anforderungen an die
k+1 Seiten py, ..., px) konstruieren, so dass A einen Fehler auf jeder neu angeforderten Seite
macht.

Eine optimale off-line Strategie erhilt andererseits auf oo’ (mit Anforderungen an nur

k4 1 Seiten) hochstens ‘UTU/' Strafpunkte. (Warum?) Damit ist Satz 6.1 bewiesen. 0

FIFO und LRU sind optimale Paging Strategien, denn sie erreichen den Wettbewerbsfaktor
k.

Satz 6.2 Die Strategien LRU und FIFO besitzen den Wettbewerbsfaktor k.

Beweis Sei 0 = (01, 09,...) eine Eingabefolge, auf der LRU am schlechtesten abschneidet.

Wir zerlegen o in Teilfolgen o = (o!,02,...), so dass

- o! mit dem ersten Strafpunkt von LRU endet und
- o’ fiir j > 2 nach Strafpunkt (5 — 1) - & + 1 endet.

Es geniigt zu zeigen, dass jede off-line Strategie wéhrend jeder Teilfolge mindestens einen
Strafpunkt erhilt. Dies ist offenbar richtig fiir o', da LRU mit anfinglich leerem Speicher
nur einen Strafpunkt nach k + 1 Anforderungen erhilt. Betrachten wir o7 fiir j > 2. Wir
unterscheiden die folgenden Fiélle:

Fall 1: LRU erhilt in 07 zwei Strafpunkte fiir dieselbe Seite p. Nach dem ersten Strafpunkt fiir
p wird p in den Speicher geholt. Da ein zweiter Strafpunkt vergeben wird, wurde p zwischen-
zeitlich ausgelagert. Nach Definition von LRU kann dies nur passieren, wenn zwischen dem
ersten und zweiten Strafpunkt k neue Seiten angefordert werden. Insgesamt fordert ¢/ min-
destens k + 1 verschiedene Seiten an, und damit muss jede off-line Strategie auch mindestens
einen Strafpunkt erhalten.

Fall 2: LRU erhilt in o/ Strafpunkte fiir k& verschiedene Seiten. Sei ¢ die Seite, auf der LRU
den letzten Strafpunkt in o/~! erhilt. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 2.1 : LRU erhilt einen Strafpunkt fiir ¢ in 07. Dieser Fall verliuft wie Fall 1.

Fall 2.2 : LRU erhilt keinen Strafpunkt fiir ¢ in ¢/. Eine optimale off-line Strategie muss zu
Beginn von o7 die Seite g speichern, da gerade eine Anforderung fiir ¢ erfolgte. Nach Annahme
werden k verschiedene Seiten in ¢/ angefordert, die alle von ¢ verschieden sind. Damit muss
jede off-line Strategie irgendwann einen Strafpunkt in o7 erhalten.

Die Behauptung fiir FIFO folgt analog. O
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6.2 Randomisierte Strategien

Fiir randomisierte on-line Algorithmen erhalten wir einen besseren Wettbewerbsfaktor mit
der Marking Strategie.

Algorithmus 6.3 Die Marking Strategie
(1) Die Seite p werde angefordert.

(2) Wenn p nicht gespeichert ist, wihle zufillig eine nicht-markierte Seite und lagere sie
aus.

Wenn alle Seiten markiert sind, 16sche die Markierungen und wihle zufillig eine der
unmarkierten Seiten zur Auslagerung.

(3) Markiere p.

Wann ist der Entwurf randomisierter on-line Algorithmen vielversprechend? Wenn wir eine
Sammlung deterministischer Algorithmen haben, so dass jede Eingabe von den meisten Al-
gorithmen dieser Sammlung mit geringen Kosten abgearbeitet wird: In einem solchen Fall
wéhlen wir randomisiert einen Algorithmus dieser Sammlung zu Anfang der Berechnung und
haben die berechtigte Hoffnung, dass die Wahl fiir die unbekannte Eingabefolge kostengiinstig
ist.

Die Marking Strategie versucht, hdufig nachgefragte Seiten im Speicher zu halten, da diese
Seiten sofort markiert werden. Diese Vorgehensweise basiert auf der guten Strategie LRU, mit
der zufalligen Wahl einer auszulagernden Seite erhalten wir viele LRU-Varianten, von denen
hoffentlich die meisten nur geringe Kosten verursachen. Allerdings konnten wir Marking auch
als eine randomsierte Variante der schlechten deterministischen LFU Strategie ansehen und
das verheifit nichts Gutes.

Satz 6.4 Die Marking Strategie besitzt hichstens den Wettbewerbsfaktor 2 - Zk L

i=173"

Wir wenden das Integralkriterium an

1
T

und erhalten
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d.h. wir haben den besten Wettbewerbsfaktor fiir deterministische Strategien wesentlich von
k auf 21n(k) verbessern koénnen.

Beweis von Satz 6.4: Fiir eine beliebige Eingabefolge o miissen wir zeigen, dass der Erwar-
tungswert E|[f(o, A(co))] im Vergleich zu f(o,Opt(o)) nicht zu grof§ wird. Dazu zerlegen wir
o in Teilfolgen o = (6%, 01, ...), so dass ¢! mit dem ersten vergebenen Strafpunkt beginnt.
Weiter sei o¢ fiir i > 1 ein lingstes auf o'~! folgendes Eingabeintervall, in dem genau k ver-
schiedene Seiten angefordert werden. S; sei die Menge der vor Beginn von o* gespeicherten
Seiten. Wir beginnen mit einigen fundamentalen Beobachtungen:

Behauptung 6.1 Am Anfang von o' sind fir i > 1 alle gespeicherten Seiten markiert.
Genau diejenigen Seiten sind gespeichert, die wihrend o'~ angefordert werden.

Beweis: Durch Induktion {iber . Zu Beginn von ¢! erhilt Marking einen Strafpunkt. Zu die-
sem Zeitpunkt hat Marking die k verschiedenen, wihrend ¢° angeforderten Seiten gespeichert
und markiert. Diese Markierungen werden geloscht. Wihrend des Abarbeitens von o' ange-
forderte Seiten werden sofort markiert und diese Markierung wird wihrend der Abarbeitung
von o' nicht geléscht, da es noch unmarkierte Seiten gibt. Am Ende von ¢! sind somit genau
die wihrend o' angeforderten Seiten markiert. Der Induktionsschritt ist identisch. O

Behauptung 6.2 Die Zerlegung von o wie auch die Mengen S; sind unabhdngig von den
Miinzwiirfen von Marking.

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition der Zerlegung und Be-
hauptung 6.1. O

Um die Uberlegungen abzuschliefien, unterscheiden wir die wihrend o (i > 1) ausgefiihr-
ten Anforderungen von k verschiedenen Seiten in

- neue Anforderungen, wenn die angeforderte Seite nicht in S; liegt und
- alte Anforderungen, wenn die angeforderte Seite in S; liegt.

Sei n; die Anzahl der neuen Anforderungen withrend der Abarbeitung von ¢¢. Die Behauptung
des Satzes folgt, wenn wir die néchsten beiden Behauptungen nachweisen.

Behauptung 6.3 Die erwartete Anzahl von Strafpunkten fir Marking wihrend der Abarbei-
tung von o ist hichstens

Behauptung 6.4 Jeder off-line Algorithmus erhdilt nach Abarbeitung von o = (a°,...,0™)

mindestens
m
=1

N | —

Strafpunkte.

Die Behauptung des Satzes folgt, da Marking hochstens die erwartete Anzahl von
k

m

1
E ng - -
=1 j

— j
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Strafpunkte erhilt. Beachte, dass Marking wihrend ¢° keinen Strafpunkt erhilt.
Beweis von Behauptung 6.3: Wir betrachten zuerst die erwartete Anzahl strafel, von
Strafpunkten fiir die k — n; alten Anforderungen. Wir beachten zuerst, dass strafe;lt maximal
ist, wenn die Anforderungen nach neuen Seiten den Anforderungen nach alten Seiten vor-
angehen, da dann die Wahrscheinlichkeit maximiert wird, dass eine nachgefragte alte Seite
zwischenzeitlich ausgelagert wurde.

Sei alt; die als erste angeforderte alte Seite. Die Anforderung nach alt; fithrt mit Wahr-
scheinlichkeit hochstens 5+ auf einen Strafpunkt: Die Gegenwahrscheinlichkeit, also die Wahr-

scheinlichkeit in den notwendigen n; Auslagerungen nicht beteiligt zu sein, betragt (k;ll) / ( rlzi) =
(k — nl)/k =1- nz/k

Sei alty die als zweite angeforderte alte Seite. Die Wahrscheinlichkeit eines Strafpunkts
fiir alty verdindert sich auf héchstens ;7. Warum? Wir betrachten zuerst den Fall, dass
die Anforderung nach alt; nicht auf einen Strafpunkt gefiihrt hat. Die Seite alt; wurde also
nicht ausgelagert, um Platz fiir neue Seiten zu schaffen, und dementsprechend ,sollte” die
Wahrscheinlichkeit einer Auslagerung von alts leicht ansteigen. Tatsdchlich ist die Menge
der fiir eine Auslagerung in Frage kommenden Kandidaten auf k — 1 geschrumpft und die
Wabhrscheinlichkeit eines Strafpunkts fiir alts steigt damit auf n;/(k—1). Wurde alt; hingegen
ausgelagert, wird die Wahrscheinlichkeit einer Auslagerung von alts eher leicht abnehmen, auf
jeden Fall aber durch n;/k nach oben beschrinkt bleiben. Natiirlich muss unsere Analyse den
schlechteren der beiden Fille annehmen, und wir erhalten n;/(k — 1) als obere Schranke der
Wahrscheinlichkeit eines Strafpunkts fiir Seite alts.

Wenn wir das Argument wiederholen, werden wir auf die Abschéitzung

strafel,, < oL 4 4.4 &
alt =g T k-1 k—(k—mn;—1)

i

! oy aller wihrend o ausgefiihrten neuen Anforderungen

gefiihrt. Die erwartete Anzahl strafe
ist n;, so dass

4 4 1 1 1 1
strafey), + strafe} ., < mn; +n; - <E + 1 + 4+ - 1> <n;- Z -.
(2
folgt. Damit ist Behauptung 6.3 gezeigt. O
Beweis von Behauptung 6.4: Sei A ein off-line Algorithmus. Wir analysieren die Straf-

punktzahl von A mit Hilfe der Potentialfunktion ®, wobei

Anzahl der Seiten, die von A, aber nicht
®(i) = ¢ won Marking zu Beginn der Abarbeitung
von o' gespeichert sind

Sei strafe’(A) die von A wihrend ¢’ erhaltene Anzahl von Strafpunkten. Dann ist
strafe’(A) > n; — ®(i),

denn hochstens ® (i) angeforderte neue Seiten werden ohne Strafpunkt abgearbeitet.
Nach Abarbeiten von o? besitzt A genau ®(i + 1) Seiten, die Marking nicht besitzt und
umgekehrt. Marking speichert diese ®(i 4+ 1) Seiten nur, wenn sie wihrend o' angefordert



104 KAPITEL 6. DAS PAGING-PROBLEM

werden. Da A diese Seiten nicht besitzt, hat A die Seiten wihrend o ausgelagert und jeweils
einen Strafpunkt erhalten. Damit gilt

strafe’(A) > ®(i + 1).

Da allgemein max{a,b} > 1 (a + b) gilt, erhalten wir

strafe’(A) > = (n; — ®(i) + (i + 1))

DN | —

und

NE

(n; — @) + ®(i + 1))

nz) +
1

Z strafe’(A) >
i=1 1

<.
I

(®(m+1) — (1))

N | —

<.
I

I
| = NI
M DO = :
3 .
N

s
Il
—

Y

Dies beweist Behauptung 6.4
und damit ist Satz 6.4 gezeigt.

Aufgabe 62
Zeige fiir den Fall k = 2, dass der Marking Algorithmus einen Wettbewerbsfaktor von mindestens (2 Zle %)f 1
hat.

Unser néchstes Ziel ist der Nachweis, dass Marking fast optimal ist, also einen fast mini-
malen Wettbewerbsfaktor besitzt. Wie zeigt man aber, dass randomisierte on-line Strategi-
en keine sehr viel kleineren Wettbewerbsfaktoren besitzen kénnen? Ziel unserer allgemeinen
Vorgehensweise ist eine Reduktion der Analyse randomisierter Strategien auf die Analyse
deterministischer Strategien.

Dazu beachte, dass wir eine randomisierte Stratetgie R als eine Sammlung deterministi-
scher Strategien (D, | r) auffassen konnen: jeweils eine deterministische Strategie D, fiir eine
Folge r von Miinzwiirfen der randomisierten Strategie R. Fiir Paging wie auch allgemein ist
das folgende Vorgehen erfolgreich:

(1) Bestimme eine Verteilung 7 auf den Eingabefolgen o.

(2) Bestimme eine moglichst gute untere Schranke fiir die erwartetete Strafpunktzahl
Ex[D] = prob,[o] - Strafe(D(c))
g

einer beliebigen deterministischen on-line Strategie D und vergleiche E;[D] mit der
erwarteten Strafpunktzahl

Ex[Opt] = > prob,[o] - Strafe(Opt())

g

einer optimalen Strategie.
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Natiirlich kénnen wir auch die erwartete Strafpunktzahl der randomisierten Strategie R be-
trachten, miissen diesmal aber auch die internen Miinzwiirfe von R beriicksichtigen: Wenn
R = (D, | r) und die deterministische Strategie D, mit Wahrscheinlichkeit p[r| ausgefiihrt
wird, dann werden wir auf die Definition

Z prob_[o Z p[r] - Strafe(D,(0)))

gefiithrt und es gilt nach Summenvertauschung
= Z plr] - Z prob,_[o] - Strafe(D. Zp (6.1)
T g

Angenommen, wir kdnnen zeigen, dass die erwartete Strafpunktzahl einer jeden determini-
stischen Strategie sehr viel grofler als die erwartete Strafpunktzahl einer optimalen Strategie
ist, dass also

E;[D] > o E;[Opt]

fiir jede deterministische Strategie D gilt. Dann erhalten wir
= o] Ex[D/] > - Zp Ex[Opt] = a - E;[Opt]
T

als Konsequenz von (6.1). Wenn aber E[R] > « - E;[Opt] als Ungleichung zwischen Erwar-
tungswerten gilt, dann muss es eine Folge o mit ), p[r] - Strafe(D, (o)) > « - Strafe(Opt(c))
geben und der Wettbewerbsfaktor von R ist damit mindestens ov. Wir fassen zusammen:

Lemma 6.5 Wenn E;[D] > « - E;[Opt] fir jede deterministische Strategie D gilt, dann
besitzt jede randomisierte on-line Strategie fiir das Paging Problem mindestens den Wettbe-
werbsfaktor a.

Der zentrale Schritt in diesem Vorgehen ist damit die Konstruktion einer schwierigen Ver-
teilung 7, also einer Verteilung, die die erwartete Strafpunktzahl deterministischer on-line
Strategien moglichst hoch treibt, aber gleichzeitig die erwartete Strafpunktzahl einer opti-
malen Strategie nicht zu hoch treibt. Fiir das Paging Problem ist die Konstruktion von 7w
einfach.

Satz 6.6 Jeder randomisierte on-line Algorithmus fiir das Paging-Problem mit k Seiten be-
sitzt einen Wettbewerbsfaktor o > Zfill %
Beweis: Wir definieren zuerst die Verteilung 7. Nur solche Folgen o erhalten eine positi-
ve Wahrscheinlichkeit, die genau k - (k 4+ 1) Anfragen stellen und jedesmal nur Seiten aus
{0,1,...,k} nachfragen. Alle Folgen mit positiver Wahrscheinlichkeit sind gleichwahrschein-
lich.

Unter der Annahme, dass zu Anfang irgendwelche k& dieser k& + 1 Seiten gespeichert sind,
ist die Wahrscheinlichkeit eines Strafpunkts genau k:+tl und wir erhalten

s Bkt

=k
- k+1
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fiir die erwartete Strafpunktzahl E.[D] einer deterministischer Strategie D. Es bleibt zu
zeigen, dass die erwartete Strafpunktzahl einer besten off-line Strategie hochstens

k
k+1 1
Doic1 7

betréigt. Sei o eine zufillig gewadhlte Folge, die nur die Seiten 0,1, ...,k nachfragt. Wir un-
terteilen ¢ = (0°,0',...) in Teilfolgen, so dass Teilfolge ¢/ lingstmoglich unter der Ein-
schrinkung gewahlt wird, dass nur Anforderungen an k verschiedene Seiten gemacht werden.
Eine optimale off-line Strategie wird in jeder Teilfolge 07 hochstens einen Strafpunkt erhalten
und zwar fiir die zu Beginn von o7 nicht gespeicherte Seite. Die erwartete Anzahl von Straf-
punkten fiir o ist somit durch die erwartete Anzahl der Teilfolgen von ¢ beschréankt. Wieviele

Teilfolgen sind zu erwarten? Antwort:

Folgenlénge

erwartete Linge einer Teilfolge

Die erwartete Lénge einer Teilfolge ist die durchschnittliche Wartezeit, bis wir k + 1 verschie-
dene aus k + 1 moglichen Seiten ,,gezogen“ haben.

Fakt 6.1 Die durchschnittliche Wartezeit bis n Objekte aus der Menge {1,...,n} gezogen
. .. 1
wird, betrdgt n - 1 5.
ke (k+1)
CEIDVERE
,fH T und das war zu zeigen. O

Ei:l i

Die erwartete Anzahl von Strafpunkten einer optimalen Strategie fiir ¢ ist also



Kapitel 7

Das k-Server-Problem™

Wir fiihren das k-Server-Problem ein, das sich als eine weitreichende Verallgemeinerung des
Paging-Problem herausstellen wird. Zur Vorbereitung bené6tigen wir das Konzept eines me-
trischen Raumes.

Definition 7.1
Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und einer Funktion
d: X x X — R. Die Funktion d besitzt die Eigenschaft einer Metrik, d.h. es gilt

(a) Definitheit: d(z,y) =0 < z =y fiir alle z,y € X.
(b) Symmetrie: d(x,y) = d(y,x) fiir alle z,y € X.
(¢) Dreiecksungleichung: d(z,y) + d(y, z) > d(z, z) fir alle x,y,z € X.

Fiir jeden metrischen Raum (X, d) gilt d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X, denn 0 = d(x,z) <
d(z,y) + d(y, x) = 2d(z,y).

Beispiel 7.1 Fiir X = R"” sind
- di(z,y) = lz =yl = 3205 |2 — wil,
- da(z,y) = |l = yll2 = /200 (@ — i),
- dylay) = lla—yllp = /S [ — P fir p € N und
- doo = max{|z; —y;| 1 <i<n}
Metriken. Ebenso ist die Funktion dgieichheit : X X X — {0,1} mit

0 falls x =
dGleichheit (x,y) - { 1 sonst g

eine Metrik.
Definition 7.2 Sei (X, d) ein metrischer Raum zu einer endlichen Menge X. Weiterhin sei
eine Menge von k Servern gegeben. Eine Eingabefolge fiir das k-Server-Problem besteht aus

einer Folge o von Elementen in X. Fiir 0 = (01, 09,...) muss nach Abarbeiten der Teilfolge

107
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(01,...,0i—1) einer der k Server der Anforderung o; nachkommen und von seinem gegenwérti-
gen Aufenthaltsort nach o; wandern. Sei

die von 7 induzierte Lénge
aller Serverbewegungen

for) ={

Die Ausgabefolge 7 ist die Folge aller Serverbewegungen.

Bevor wir zu Anwendungen des Server-Problems kommen, geben wir eine Normalform opti-
maler on-line Strategien an.

Lemma 7.3 Wihrend der Abarbeitung einer einzelnen Anforderung geniigt es, genau einen
Server zu bewegen.

Beweis: Angenommen, es werden zwei Server wiahrend einer einzelnen Anforderung bewegt.
Erfiillt der zusétzlich bewegte Server spéter selbst eine Anforderung, hiatten wir ihn spater von
seinem urspriinglichen Aufenthaltsort losschicken kénnen, ohne die Weglidnge zu vergréfiern
(Dreiecksungleichung der Metrik). O

Beispiel 7.2 Anwendungen des Server-Problems

- Das Paging-Problem ist ein Spezialfall, wenn wir X als die Menge der Seiten und d =
dGleichheit Wéhlen.

- Wir moéchten zwei Kopfe einer Festplatte so iiber die Spuren der Platte bewegen, dass
die insgesamt zuriickgelegte Strecke zur Erfiillung aller I/O-Anfragen minimal ist. Wir
wihlen X als die Menge der Spuren und d = d;.

- Eine Taxizentrale versucht, ihre Fahrer so zu positionieren, dass Anforderungen schnellst
moglich erfiillt werden. Dazu zerlegen wir das Stadtgebiet in Stadtteile und modellieren
die Stadtteile als Knoten eines gerichteten Graphen. Eine gerichtete Kante von Stadtteil
u nach Stadtteil v hat als Kantengewicht die Zeit fiir die Fahrt von u nach v, falls v
ein benachbarter Stadtteil von w ist, und ansonsten das Gewicht co. Wir erhalten eine
Metrik d : X x X — RU {00} auf der Menge X aller Stadtteile, wenn wir d(u,v) als die
Lénge eines kiirzesten Weges von u nach v definieren.

Um mit dem Server-Problem vertraut zu werden, versuchen wir einige naheliegende Ansétze.
Der Greedy-Ansatz: Erfiille eine Anforderung durch den néchstliegenden Server.

Diese Strategie scheint sinnvoll, ist allerdings nicht erfolgreich wie wir gleich sehen werden.
Dariiberhinaus ist die Strategie nicht vollsténdig definiert, da nicht entschieden wird, welcher
von zwei Servern mit gleichem Abstand zu wihlen ist. (In der Anwendung auf das Paging
Problem ist demgem#fl irgendeine Seite auszulagern, wenn eine Anforderung fiir eine nicht
gespeicherte Seite erfolgt.)

Der Greedy-Ansatz verhélt sich beispielsweise katastrophal fiir die Menge X = {a,b,c,d}
und zwei Servern, die anfiénglich auf ¢ und b stehen.

© © o B> a
a b ¢ d
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Eingabefolgen aus {c,d}* bewegen stets nur den urspriinglich auf b sitzenden Server. Da es
geniigt, die beiden Server einmalig auf ¢ und d zu setzen, gibt es keine Konstante -, so dass
der Greedy-Ansatz den Wettbewerbsfaktor - erreicht.

Die Balance Strategie schneidet bei diesem Beispiel wesentlich besser ab. Jeder Server i
merkt sich die Gesamtldnge L; seiner bisher gelaufenen Strecke. Bei einer Anforderung fiir
Position x berechnet Server ¢ mit Aufenthaltsort x; die Summe

Last; := L; + d(x;, x)

und der Server mit kleinstem Last-Wert kommt der Anforderung nach. Wir konstruieren
dennoch eine Eingabefolge mit groflem Wettbewerbsfaktor.

a ,8 d
«a 08>«
b c

Betrachte das Server Problem zur obigen Abbildung und wihle die Eingabefolge (abcd)™. Ein
optimaler off-line-Algorithmus platziert seine beiden Server auf ¢ und ¢ und lduft fiir jede
Teilfolge abcd eine Distanz von < 4o (einschliefllich des Platzierens der Server auf a und c¢).
Angenommen, wir platzieren die beiden Server fiir die Balance Strategie anfinglich auf a und
b.

a 8 d
oiv B>«

b —_ — ¢

Die beiden Server wandern die Streckenlidnge 23. Bei der nichsten Anforderungsfolge abcd
wird sogar die Streckenlinge 45 gelaufen: Es gibt keine Konstante 7, so dass die Balance
Strategie den Wettbewerbsfaktor  erreicht.

Erstaunlicherweise wird die Balance Strategie wesentlich besser, wenn die Summe L; +
d(x,z;) durch L; + 2d(x,x;) ersetzt wird: Fiir k¥ = 2 erhélt man den Wettbewerbsfaktor 10
(siehe [IR]).

Die randomisierte Greedy-Methode ist ebenfalls erfolgreicher. Dabei wird ein Server

zufillig gewahlt, wobei die Wahrscheinlichkeit p;, dass Server i mit Standort x; bei Anforde-
rung = gewéhlt wird, invers proportional zur Distanz d(z, x;) ist, also

1 1

pi= '
d(x, ;) Zf:l d(+m)

gilt. E. Grove [G] zeigt, dass diese randomisierte Variante den Wettbewerbsfaktor
5
= Sk2* — 2k
‘71

besitzt. Dieses Ergebnis ist nicht sehr ermutigend, obwohl sehr viel besser als fiir die bisherigen
Methoden.
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Aufgabe 63
Beim Feuerwehrproblem wird zunéchst ein metrischer Raum vorgegeben, in dem k Punkte als Feuerwehrstatio-
nen ausgezeichnet sind. On-line werden dann nacheinander k£ Punkte angegeben, an welchen Brénde entstanden
sind. Jedem Brand soll eine Feuerwehrstation zugeordnet werden, wobei eine Feuerwehrstation nur einen Brand
iibernehmen kann. Ziel ist es, die Summe der Distanzen zwischen Feuerwehrstationen und zugehorigen Brinden
zu minimieren. Der wesentliche Unterschied zum k-Server Problem ist also, dass die Server jeweils nur eine
Aufgabe bekommen.

(a) Zeige, dass jeder on-line-Algorithmus, der das Feuerwehrproblem 15st, einen Wettbewerbsfaktor von
mindestens 2k — 1 hat.

(b) Die Nearest-Neighbor-Strategie fiir das Feuerwehrproblem wihlt immer die am n#chsten zum Brand
liegende Feuerwehrstation aus. Zeige, dass die Nearest-Neighbor-Strategie einen in k& exponentiell schlechten
Wettbewerbsfaktor hat.

Aufgabe 64
Das Taxizentralenproblem ist eine Umkehrung des Feuerwehrproblems. Gegeben sind ein metrischer Raum
sowie k Positionen, an denen Taxen auf Kundschaft warten. Kunden miissen die (direkte) Anfahrt ihres Taxis
nach Entfernung bezahlen. Die Taxizentrale versucht, k nacheinander anrufende Kunden so zu bedienen, dass
maximale Kosten verursacht werden. Die Farthest-Neighbor-Strategie fiir das Taxizentralenproblem wéihlt
immer das am weitesten vom Kunden wartende Taxi aus.

(a) Zeige, dass die Farthest-Neighbor-Strategie einen Wettbewerbsfaktor von hochstens 3 hat, d.h. eine
Losung bestimmt, welche mindestens % der Kosten des Optimums hat.

(b) Zeige, dass jeder deterministische on-line-Algorithmus fiir das Taxizentralenproblem mindestens den
Wettbewerbsfaktor 3 hat.

Wir beschreiben zuletzt die wesentlich erfolgreichere Work-Function Strategie, die den
Wettbewerbsfaktor 2k hat. Man vermutet, dass der tatsichliche Wettbewerbsfaktor £ ist,
d.h. die Work-Function Strategie wére optimal, denn das Paging-Problem als Spezialfall des
Server-Problems besitzt die untere Schranke k (siehe Satz 6.1). Zuerst fithren wir die Work-
Function formal ein.

Definition 7.4 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zu Anfang seien die k Server auf den Elemen-
ten al, ... ,ag € X platziert, wobei 4g = {a, ... ,ag} eine Multimenge ist, es ist also erlaubt,
dass mehr als ein Server auf einem Element von X stehen kann. Die Folge (rq,...,7,...) von
Anforderungen liege vor.

(a) Fiir eine Multimenge M C X mit k Elementen definieren wir die Work-Function w;
zum Zeitpunkt ¢ durch

die minimale Strecke einer Bewegung
wy(M) = < aller Server von Ay nach M unter
Erfiillung der Anforderungen r4,...,r;

(b) Wir definieren die Work-Function Strategie iterativ und nehmen an, dass die Work-
Function Strategie nach dem Abarbeiten der Anforderungen r1,7s,...,7r;_1 die k Server
zu den Standorten in der Menge A;—; bewegt hat. Zur Erfiillung der Anforderung r,
wird ein Element a € A;_1 bestimmt, das

we—1(Ai—1 \ {a} U{r}) +d(a, )
minimiert und der Server auf a wird nach r; bewegt.

Wir geben eine intuitive Erkldrung. Der optimale off-line Algorithm Opt wird die Anforde-
rungsfolge r1,...,7r¢,...,r, erfiilllen, indem die Server von Ay zu einer Menge A durch eine
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Bewegung minimaler Linge iiberfithrt werden. Opt wird also die die Funktion wy,(A) mini-
mieren.

Der Work-Function Algorithmus orientiert sich also an dem optimalen Algorithmus Opt,
kennt aber natiirlich die Menge A der von Opt erreichten Zielpositionen nicht. Aber wir
konnen tatsdchlich annehmen, dass der Work-Function Algorithmus ebenfalls in der Menge
A endet. Ist dies nicht der Fall, dann fiigen wir Anforderungen an die vom Work-Function
Algorithmus nicht erreichten Elemente aus A hinzu: Diese Anforderungen erhhen die Kosten
von Opt nicht.

Angenommen, der Work-Function Algorithmus hat die Konfiguration A;_; erreicht und
erhéilt eine neue Anforderung r;. Dann wird ein Server auf Element a die Anforderung ry
erfiillen, d.h. zur Position r; bewegt. Wir erhalten eine neue Konfiguration

At == At,1 \ {CL} U {T‘t}.

Welchen Server sollen wir auswihlen? Da wir unsere Strategie mit einer optimalen off-line
Strategie vergleichen miissen, versuchen wir, eine Konfiguration A; zu erreichen, die vom
Standpunkt eines optimalen off-line-Algorithmus unter den moglichen Nachfolgekonfiguratio-
nen von A;_; die geringsten Kosten hat. Allerdings darf der Ubergang von A;_; nach A, fiir
den on-line Algorithmus nicht zu teuer sein: Das Einfiigen der on-line Kosten d(x,r;) sorgt
fiir einen Kompromiss.

Beispiel 7.3 Wir wenden den Work-Function Algorithmus auf das Paging-Problem an. Da
hier d(u,v) = 1 fiir alle verschiedenen Seiten uw und v gilt, wird diejenige Seite aus A;—;
ausgelagert, die

wi—1 (A1 \ {a;} U {re})

unter allen Seiten a; € A;—; minimiert. Wenn A; = {a1,...,ar} und die Anforderungen
T1,72,...,7¢ zu erfiillen sind, dann ist w;_1(A4;) die minimale Anzahl von Strafpunkten, die
eine off-line Strategie fiir die Erfiillung der Anforderungen

r1,72,...,7t,41,...,0

erhilt, da diese Folge die Anforderungen r1, ..., r; erfiillt und dabei die Server nach aq, ..., ag
bewegt.

Die LFD Strategie (longest forward distance) ist eine optimale off-line Strategie. LFD
lagert stets die Seite aus, deren néchste Anforderung am weitesten in der Zukunft liegt.

Aufgabe 65

(a) Zeige, dass LFD eine optimale off-line-Strategie ist.

(b) Zeige, dass LFD bei einer beliebigen Folge von n Seiten aus einer Menge der Griofle k 4 1 hochstens 2
Seitenfehler macht.

Um
w1 (A1 \ {ai} U {re}) und we 1 (A1 \ {a;} U {r})

zu vergleichen, geniigt ein Vergleich nach Abarbeiten der Folgen
Ty ooy Te—1,Q15 -« 5 A5—1,Tt, Aj41, - - -, QF und Tlye ooy Tt—1,0A15 - - -, A5-1,Tt, Aj415 .- -, O

durch LFD.
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Behauptung 7.1 Wenn die letzte Nachfrage nach a; in r1,...,r vor der letzten Nachfrage
nach aj liegt, dann gilt

we—1 (A1 \ {ai} U{re}) < w1 (Aemr \ {a;} U {re}).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Der Work-Function Algorithmus lagert also die Seite aus, deren letzte Anforderung in der Fol-
ge ri,...,r: am weitesten zuriickliegt. Mit anderen Worten, der Work-Function Algorithmus
stimmt fiir das Paging Problem mit der LRU Strategie iiberein.

Die Server Bewegungen der Work-Function Strategie, im Gegensatz zum Spezialfall des Paging
Problem, kénnen im allgemeinen Fall nur mit aufwindigen Berechnungen bestimmt werden.
Hilfestellung liefert die folgende Beobachtung.

Lemma 7.5 Fir die Work-Function gilt
wy (M) = geliz\r}{wt_l (M \ {a} U{re}) +d(a,m)}.

Beweis: Die Teilmenge M C X ist gegeben. Um w; (M) zu bestimmen, miissen wir alle Server
von Ag nach M bewegen, so dass die Anforderungen rq, ..., r; zwischenzeitlich erfiillt werden:
Die minimale Lénge einer solchen Bewegung stimmt mit w; (M) iiberein.

In einer optimalen Bewegung von Ay nach M betrachten wir die Vorgingerkonfiguration
M* von M, die die letzte Anforderung r, erfiillt. Auf M* folgen Bewegungen der Server in M*\
M zu den Elementen in M\ M*. Diese Bewegungen kénnen vor der Erfiillung der Anforderung
ry bereits ausgefithrt werden. Davon ausgenommen ist der Server, der die Nachfrage r; erfiillt:
Dieser Server muss von r; zu einem Element a € M \ M* bewegt werden. Wir kénnen also
annehmen, dass M* die Form

M* =M\ {a} U {r:}
hat. Natiirlich sollte eine optimale Bewegung die Vorgéingerkonfiguration M™* so wihlen, dass

die optimale Bewegung von Ay nach M™* sowie die Bewegung von r; nach a minimal ist. Diese
letzte Uberlegung ist aber dquivalent zur Behauptung. O

Angenommen, wir haben w;_; (B) fiir alle k-elementigen Teilmengen M C X berechnet. Dann
ist

w(M)—{ wy—1(M) falls r, € M,
! mingep{wi—1 (M \ {a} U{r¢}) +d(a,r;)} sonst.

Satz 7.6 Der Work-Function Algorithmus hat einen Wettbewerbsfaktor von héchstens 2k — 1
und jeder on-line Algorithmus fiir das k-Server-Problem hat mindestens den Wettbewerbsfak-
tor k.

Wir geben nur eine Skizze des Vorgehens und verweisen fiir das vollstdndige Argument auf
[Ko]. Mit Lemma 7.5 folgt

w(A—1) = aénjtril {wi—1 (A1 \ {a} U{re}) +d(a,m)} . (7.1)

Angenommen, das Minimum wird von a = a; angenommen. Beachte, dass 4; = A;—1 \ {a:} U
{r¢} als Konsequenz von (7.1) gilt, und wir erhalten deshalb

wi(A—1) = wi—1(As) + d(ag, 7). (7.2)
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Um nach A; 1 unter Bedienung aller Anforderungen zu gelangen, ist es also optimal, die
Server zuerst nach A; unter Bedienung aller Anforderungen zu bewegen und dann den Server
auf r nach a; zu bewegen. Beachte, dass sich die Work-Funktion Strategie spiegelbildlich
verhilt, da sie von Konfiguration A;_; nach Konfiguration A; wandert und den Server auf a;
nach r; bewegt.

Sei r,, die letzte Anforderung und bezeichne Ag, Aq,...,As,..., A, = A die Konfiguratio-
nen der Work-Function Strategie. Dann verursacht Opt die Kosten wy,(A;). Da wy(A4p) = 0,
folgt

wy(Ap) = wn(An) — wo(Ao).

wy,
Desweiteren ist wy(An) — wo(Ao) = Y5 (we(Ar) — wi—1(A¢—1)) und deshalb ist

n

wn(An) =Y (wi(Ar) — wi—1(As-1)). (7.3)

t=1

Dieser Darstellung der Kosten des optimalen off-line Algorithmus stellen wir die Kosten der
Work-Funktion Strategie gegeniiber. Zuerst ist wy_1(A;) = w¢(A;), denn die Anforderung
Tt € Ay ist kostenfrei. Aus (7.2) folgt somit

wi(Ar-1) = wi(A¢) + d(ag, 1)
und die Kosten der Work-Function Strategie werden durch
Zd(at,ﬁt) = Zwt(Atfl) —wi(Ar) = wo(Ao) — wn(An) + Zwt(Atfl) —wi—1(Ai-1)
t=1 t=1 t=1

beschrieben. Das Ziel der weiteren Analyse ist die Schranke
> max{wy(M) — wi-1 (M)} < 2k - wp(An). (7.4)
t=1

Wir haben einen wesentlichen konzeptionellen Fortschritt erreicht, da die einzelnen Schritte
Ag, Ay, ..., A, ... der Work-Function Strategie nicht mehr nachvollzogen werden miissen.
Vielmehr haben wir die Analyse der Work-Function Strategie durch die Analyse der Work-
Function ersetzt.

Offenes Problem 3
Zeige, dass der Work-Function Algorithmus tatséchlich den Wettbewerbsfaktor k besitzt. Fortschritte werden
in [Ko] berichtet.

Aufgabe 66
Wir betrachten den Liniengraph auf den Knoten {1,...,k+ 1} indem der Knoten ¢ nur mit den Knoten i + 1
und Knoten ¢ — 1 verbunden ist. Dies gilt mit Ausnahme des Knotens 1, der nur mit 2 verbunden ist, und mit
Ausnahme des Knoten k + 1, der nur mit k& verbunden ist.

Der Wettbewerbsfaktor eines Algorithmus ist definiert wie vorher, wobei allerdings nur Anfragefolgen
erlaubt sind, die Wegen im Liniengraphen entsprechen.

(a) Bestimme den Wettbewerbsfaktor von LRU und FIFO.

(b) Zeige, dass der Wettbewerbsfaktor von Arbitrary (lagere eine beliebige Seite aus) und Marking Q(k)
ist.
Aufgabe 67
Einem Paging Algorithmus mit Speicher k wird eine gleichverteilt zufillige Folge von Seiten aus {1,...,k +
1} gegeben. Bestimme den erwarteten Wettbewerbsfaktor, d.h. den Quotienten aus erwarteten Kosten des
Algorithmus und erwarteten optimalen Kosten fiir
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(a) den Flush-when-Full Algorithmus,
(b) den Arbitrary “Algorithmus”, bei dem bei einem Seitenfehler eine beliebige Seite verdringt wird.

Aufgabe 68
Eine beliebige Verteilung D auf der Schliisselmenge {1,...,n} sei gegeben. Zeige, dass Splay-Baume ,auf D¢
einen konstanten Wettbewerbsfaktor besitzen.

Aufgabe 69

(a) Beim Traveling-Salesman-Problem mit Dreiecksungleichung erfiillt die Distanzfunktion die Dreiecksun-
gleichung, d.h. fiir alle Orte V;, V;, Vi, gilt:

Gib einen Polynomialzeit-Algorithmus an, der eine Tour berechnet, welche hichstens doppelt so lang ist wie
das Optimum. Hinweis: Verwende einen minimalen Spannbaum.

(b) Beim on-line Traveling-Salesman-Problem ist ein metrischer Raum gegeben mit einem ausgezeichneten
Punkt H. On-line-Eingaben sind Paare (V;,t;), wobei V; ein Punkt im metrischen Raum ist und ¢; € N
der Zeitpunkt, zu dem der Punkt V; dem Handlungsreisenden bekanntgemacht wird. Der Reisende beginnt
bei H, muss alle Punkte anfahren und dann wieder bei H ankommen. Dabei fahrt er pro Zeiteinheit eine
Entfernungseinheit. Giiltige Touren diirfen eine Eingabe (V;,t;) erst nach ¢; erfiillen und das gilt auch fiir
off-line-Algorithmen. Beachte, dass mehrere Eingaben zu einer Zeit ankommen diirfen und dass nicht bekannt
ist, wieviele Eingaben insgesamt kommen. Kosten entsprechen der Zeit, um eine Anfragefolge zu erfiillen. Gib
einen on-line Algorithmus an, der einen konstanten Wettbewerbsfaktor hat. Jede Ausgabe des Algorithmus’
soll effizient berechenbar sein.

Aufgabe 70
Ein Graph wird on-line Kante fiir Kante bekannt gegeben. Es ist das Ziel eines on-line Algorithmus, die Kanten
zu farben. Dabei diirfen zwei Kanten, welche zum selben Knoten inzident sind, nicht dieselbe Farbe bekommen.
Als Kosten wird die Anzahl benutzter Farben verwandt.

(a) Gib einen on-line Algorithmus an, der mit 2A — 1 Farben auskommt, wenn der Graph einen maximalen
Grad von A besitzt.

(b) Zeige, dass jeder on-line Algorithmus fiir das Problem im worst case mindestens 2A —1 Farben benétigt.

HiNnweEls: Ein Gegner erzeugt zunichst einen Graphen aus Sternen (in einem Stern ist ein zentraler Knoten
mit A — 1 anderen Knoten verbunden, welche nicht untereinander verbunden sind). Er erzeugt solche Sterne,
bis A viele Sterne die gleiche Farbenmenge in der vom on-line Algorithmus gegebenen Farbung aufweisen
(wieso ist das moglich?). Dann kann der Gegner den Algorithmus zu vielen Farben zwingen.

Aufgabe 71

Betrachte das Umzugsproblem: gegeben ist die Fliche [0,1] x [0, 00), in welche Rechtecke mit Seitenldngen
kleiner als 1 eingepackt werden sollen. Dabei kommen die Rechtecke online von ,oben“ (der offenen Seite)
und miissen an ihren Platz bewegt werden (eventuell an anderen Rechtecken vorbei). Man denke an einen
Lastwagen, der mit Paketen beladen werden soll. Dabei miissen Rechtecke parallel zu den Seiten angeordnet
werden, diirfen aber gedreht werden. Sind sie platziert, darf ihre Position nicht mehr veréindert werden. Es soll
minimale Héhe verbraucht werden.

Zeige, dass es einen On-Line-Algorithmus mit konstantem Wettbewerbsfaktor gibt. Dabei ist beim Wett-
bewerbsfaktor eine additive Konstante erlaubt. Das bedeutet, dass der On-Line-Algorithmus eine Héhe von
k - opt + O(1) fiir eine Konstante k bei optimaler Hohe opt verwenden darf.

Hinweis: Rotiere Rechtecke immer auf die schmalere Seite. Reserviere einen eigenen horizontalen Streifen
der Fliche fiir jedes breite Rechteck (z.B. solche > %) Schmalere Rechtecke, welche sich in der Hohe nicht zu
sehr unterscheiden, gruppiere ebenfalls in horizontalen Streifen. Besonders breite Rechtecke (> %) blockieren
den Weg nach unten, verrechne Liicken unter ihnen mit ihrer Fléche.




Kapitel 8

Auswahl von Experten

Im maschinellen Lernen méchte man Prognosen fiir die Zukunft erstellen und Lernalgorithmen
lassen sich damit automatisch als on-line Algorithmen auffassen. Wir stellen zwei wichtige
Algorithmen, die Weighted Majority und die Winnow Strategie vor, fiir die relativ kleine
Wettbewerbsfaktoren bestimmt werden kénnen.

8.1 Der Weighted Majority Algorithmus

Wir miissen eine Folge von Ja/Nein Entscheidungen treffen. Zu jedem Zeitpunkt steht uns
eine Menge E von Experten zur Verfiigung, wobei jeder Experte zu jedem Zeitpunkt entweder
die Entscheidung ,,Ja“ oder die Entscheidung ,,Nein“ empfiehlt. Nachdem wir, basierend auf
allen Empfehlungen, eine Entscheidung getroffen haben, wird uns die richtige Entscheidung
mitgeteilt.

Konnen wir, ohne den die Entscheidungen betreffenden Sachverhalt iiberhaupt zu
kennen, eine Strategie entwickeln, deren Entscheidungen fast so gut sind wie die
Empfehlungen des bisher besten Experten?

Das Problem besteht also darin, innerhalb kiirzester Zeit die Qualitdt des bisher besten Ex-
perten zu erreichen. Beachte, dass sich bisher optimale Experten in der Zukunft signifikant
verschlechtern kénnen und wir werden in jeder Runde! neu iiberdenken miissen, welcher Emp-
fehlung wir folgen.

In unserer ersten Strategie nehmen wir an, dass n Experten Empfehlungen abgeben. Un-
sere Strategie wird dem iten Experten ein Gewicht w; zuweisen, dass die Giite seiner Emp-
fehlungen wiederspiegelt.

Algorithmus 8.1 Eine einfache Version der Weighted Majority Algorithmus
(1) Setze w; =1 fiir alle Experten 1.

(2) Wenn Experte i die Empfehlung x; € {Ja,Nein} abgibt, dann treffe die Entscheidung

»Ja“, falls
Z w; > Z w;

i,x;=Ja i,2;=Nein

und ansonsten treffe die Entscheidung ,,Nein*.

!Eine Runde besteht aus den Empfehlungen der Experten, unserer Entscheidung und schliellich der Be-
kanntmachung der richtigen Entscheidung.
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(3) Nach Erhalt der richtigen Entscheidung: Wenn Experte i eine falsche Emphehlung ab-
gegeben hat, dann bestrafe ihn mit der Setzung w; = w;/2. Ansonsten lasse das Gewicht
w; unverindert.

Wie gut ist der Weighted Majority Ansatz? Sei W; das Gesamtgewicht aller Experten vor
Beginn von Runde ¢. Dann ist anfanglich W; = n. Wenn die in Runde ¢ abgegebene Entschei-
dung falsch ist, dann haben sich Experten mit einem Gesamtgewicht von mindestens W;/2
geirrt. Folglich ist
1 Wy Wy 3
Wi < = — 4+ —=-W,.
H1=S 57 + 5 1

Wenn wir f bis zum Zeitpunkt ¢ falsche Entscheidungen getroffen haben, dann folgt insbe-
sondere

3
Wi <n- (P (8.1)
Ko6nnen wir sehr viel schlechter sein als der beste Experte? Wenn der beste Experte bis zum
Zeitpunkt t genau fop; Fehler gemacht hat, dann ist sein Gewicht 2~ fort | Insbesondere ist
damit auch 2~ frt < W,. Wir kombinieren diese untere Schranke fiir W; mit der oberen
Schranke (8.1) und erhalten die Bedingung

1 3 4
(§)fopt <n- (Z)f’ bzw (g)f < 2fort . .,

Wir logarithmieren und erhalten die Ungleichung

[ 10%2(4/3) < f0pt + logy n.

Wir konnen zusammenfassen:

Satz 8.2 Es mdge n Experten geben. Wenn der Weighted Majority Algorithmus bisher f
falsche und der beste Experte fop falsche Entscheidungen getroffen haben, dann gilt

1
f< m - (fopt + logg n).

Algorithmus 8.1 erreicht damit, bis auf den additiven logarithmischen Term, den Wettbe-

werbsfaktor m .

Wir sind also nahe am optimalen Experten ,,dran“: Im Wesentlich brauchen wir logy n Zeit,
um die Gewichte der Qualitit der Experten entsprechend zu setzen, verfehlen aber leider nach
dieser ,, Aufwirmzeit* die Qualitit des besten Experten um den Faktor m ~ 2.41. Wir
konnen aber unsere Voraussagekraft verbessern, wenn wir die Aufwéirmzeit ver%éingern.
Bevor wir diese Verbesserung beschreiben, betrachten wir aber eine weitere, sehr einfache
Strategie: Warum zum Zeitpunkt ¢ nicht einfach die Entscheidung des Experten iibernehmen,
der bisher die wenigsten Fehler gemacht hat? Weil die Vergangenheit die Zukunft nicht vor-

aussagen kann: Ein bosartiger Gegner, die Zukunft, klassifiziert die Entscheidung des bisher
besten Experten moglicherweise als falsch.

Aufgabe 72
Wir fiithren die Strategie des Wahl des besten Experten fiir ¢t Schritte aus. Konstruiere eine Menge von n
Experten, so dass sich die Strategie immer irrt, obwohl der beste Experte héchstens ¢/n Fehler macht.
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Trotzdem ist die Grundidee, also die Auswahl des besten Experten, nicht schlecht. Tatséchlich
konnen wir die einfache Version der Weighted Majority Version verbessern, wenn wir Experten
zufillig, aber proportional zu ihrem gegenwirtigen Gewicht auswéahlen! Dieser Ansatz erlaubt
sogar die Losung eines allgemeineren Problems:

- Statt einer Ja/Nein Entscheidung erwarten wir diesmal allgemeinere Empfehlungen.
Die Empfehlung eines Experten i zum Zeitpunkt ¢ bewerten wir mit einer ,Note* ¢! auf
einer Skala von 0 (sehr gut) bis 1 (sehr schlecht).

- Unser Ziel ist demgeméfl die Bestimmung eines Experten mit einer moglichst gut be-
werteten Empfehlung.

Wir werden es natiirlich nicht schaffen, in jeder Runde einen optimalen Experten zu ermitteln,
sondern unser Ziel sollte sein, die Qualitéit eines bisher besten Experten zumindest approxi-
mativ zu erreichen, wenn wir alle bisherigen Empfehlungen in Betracht ziehen.

Algorithmus 8.3 Eine randomisierte Version von Weighted Majority
(1) Setze w; = 1 fiir alle Experten i. Die Konstante € wird aus dem Intervall |0, 1/2[ gew#hlt.

(2) Wihle einen Experten zufillig, wobei Experte ¢ die Wahrscheinlichkeit
wj
pbi =
' 22:1 Wk

erhélt und tibernimm seine Entscheidung.
(3) Berechne neue Gewichte: Setze w; = w;(1 — ¢ - ).

Kommentar: Beachte € - ¢t € [0,1/2].

Obwohl wir mehr verlangen, hat unsere Voraussagekraft zugenommen:

Satz 8.4 FEs mdge n Experten geben. Wenn der randomisierte Weighted Majority Algorith-
mus bisher Entscheidungen mit den erwarteten Gesamtkosten K und der beste Experte Ent-
scheidungen mit den minimalen Gesamtkosten Ko getroffen hat, dann ist

Inn
KS (1+€)'Kopt+T-

Algorithmus 8.3 erreicht damit, bis auf den additiven logarithmischen Term, den Wettbe-
werbsfaktor (1 +¢).

Beweis: w! sei das Gewicht von Experte i zu Beginn von Runde ¢ und W; = Y7 | w! sei die
Gewichtssumme aller n Experten zu Beginn von Runde ¢. Schliellich sind

n ’U)t

K, = § L.
: Wt !
=1

die erwarten Kosten unserer Entscheidung zum Zeitpunkt ¢. Wir beobachten zuerst, dass

n n n

¢ t t t ot

Wiy = E wi-(l—s-ci)zg wi—s-g wj - ¢
i=1 =1 i=1

= Wt—6'Kt'Wt:Wt'(1—€'Kt) (82)
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gilt. Um einen Zusammenhang herzustellen zwischen unseren erwarteten Gesamtkosten bis
zum Zeitpunkt T und dem Gewicht W1 zum Zeitpunkt T+ 1, expandieren wir die Darstel-
lung (8.2). Wir erhalten

WT+1 = W1 . HtST(l — & Kt)

Wir 16sen nach unseren erwarteten Kosten K; auf, indem wir logarithmieren und beachten,
dass log(1 — z) < —z gilt:

mWri = WWi+> In(l-c-K) <lnn->) ek,
t<T t<T
= Inn—-¢-K, (8.3)

wobei K unsere erwarteten Gesamtkosten sind. Nachdem wir gezeigt haben, dass hohe er-
wartete Kosten unsererseits das Gesamtgewicht nach unten driicken, zeigen wir jetzt, wie im
Beweis von Satz 8.2, dass ein guter Experte das Gesamtgewicht nach oben zieht. Fiir jeden
Experten i gilt

Wri1 > wZ-TJrl = HtST(l —€- Cf)

Wir logarithmieren wieder, um an die Gesamtkosten K (i) des iten Experten heranzukommen.
Diesmal benutzen wir, dass In(1 — x) > —x — 2 fiir 2 € [0,1/2] gilt:

Wi = ) I(l-e-c) 2= (e-cf +(e-c))
t<T t<T
=z —2(5'0?+52'C¢T) = —(c+¢%) - K(i). (8.4)
t<T

Wir haben hier benutzt, dass ¢! im Intervall [0, 1] liegt, um die Ungleichung ¢! > (cf)? anwen-
den zu kénnen. Wir kombinieren (8.3) und (8.4), in dem wir den Experten ¢ mit minimalen
Gesamtkosten K (i) = Kqpt betrachten. Es ist

—(e+¢€%)- Kopt <InWpyy <lnn—¢e- K.

Wir erhalten die Behauptung nach Division durch —e. O

In welchen Situationen kénnen wir den randomisierten Weighted Majority Algorithmus an-
wenden? Angenommen, wir miissen ein sehr komplexes Optimierungsproblem I6sen und haben
verschiedene Heuristiken ,gebaut®, die Losungen unterschiedlicher Qualitiat erreichen. Wir
nehmen an, dass wir die Qualitdt der Losungen unmittelbar nicht miteinander vergleichen
konnen: Wenn wir zum Beispiel Aktiengeschiifte tdtigen wollen, dann wird erst die Zukunft
zeigen, wie gut welche Entscheidungen waren.

Wir interpretieren die Heuristiken als Experten und bewerten die jeweils berechneten
Losungen auf der [0, 1]-Skala. Wir wenden dann den Weighted Majority Algorithmus an und
bestimmen eine Gewichtung der Heuristiken, die sich dann fast-optimal auf die Daten einstellt.

8.2 On-line Auswahl von Portfolios

Die kontinuierliche Vermogensanlage ist ein Musterbeispiel eines on-line Problems. Lisst sich
der Weighted Majority Ansatz nutzen, um sinnvolle Anlagemethoden zu entwerfen? Sicherlich
konnen wir die verschiedenen Anlagemethoden als Experten modellieren, allerdings ist die
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Auswahl einer Anlagemethode, ob durch Mehrheitsentscheidung oder durch zufillige Wahl,
hochst riskant, wenn das Risiko eines Totalverlusts nicht ausgeschlossen werden kann.

Stattdessen gehen wir einen anderen Weg: Um das Risiko zu begrenzen, verteilen wir
das zu investierende Vermogen V' gleichméssig iiber eine groffe Zahl N von verschiedensten
Portfolios und managen ein Portfolio nach den Regeln des jeweilig zugrunde liegenden In-
vestmentansatzes. Wir modellieren dann die Portfolios durch Experten und weisen dem iten
Portfolio anfinglich das Gewicht wi1 = V/N zu; damit geben wir wieder, dass alle N Portfolios
mit dem gleichen Vermogen V/N starten. Wie sollten wir die Gewichte neu setzen, wenn die
Portfolios in regelmissigen Absténden neu justiert werden? Dariiber brauchen wir uns keine
Gedanken machen, da der Markt dies fiir uns tut: Setze w! gleich dem Vermdogen des iten
Portfolios vor der t.ten Neujustierung.

Wir konzentrieren uns hier auf den CRP-Ansatz (Constant Rebalanced Portfolio). Wenn
A eine Menge von Aktien und p = (p, | @ € A) eine Verteilung auf den Aktien in A ist, behélt
der CRP-Ansatz dieselbe Verteilung p des gegenwértigen Vermdogens iiber alle Anlageperioden
bei.

Beispiel 8.1 Wir nehmen zwei Aktien (A = {1,2}) an, wobei sich die erste Aktie nicht
bewegt, wahrend sich die zweite Aktie alternierend erst halbiert und dann verdoppelt. Offen-
sichtlich bringt es nichts, das verfiighare Vermoégen nur in einer Aktie anzulegen, da nach je
zwei Anlageterminen das alte Vermogen wieder erreicht wurde. Stattdessen verteilen wir das
Vermégen gleichgewichtet auf die beiden Aktien, wihlen also die Verteilung p = (0.5,0.5).

Wenn V' das gegenwiirtige Vermdogen ist, dann ist V' vor dem zweiten Anlagetermin auf
V-(1/2+4 (1/2) - (1/2)) = 3 - V/4 gesunken, um vor dem dritten Anlagetermin wieder auf
V-(3/8+2-3/8) =9-V/8 zu steigen. Vor dem Anlagetermin 2n + 1 ist das Vermogen damit
exponentiell auf (%)" -V angewachsen!

Wenn wir den CRP-Ansatz iiber lingere Zeit verfolgen, dann fiithren verschiedene Verteilun-
gen p also zu radikal verschiedenen Vermogensentwicklungen. Wir setzen uns das Ziel, die
erwartete Vermdgensentwicklung des CRP-Ansatzes zu erreichen.

Wenn wir die Experten-Analogie anwenden, dann sollten wir idealerweise mit unendlichen
vielen Experten arbeiten, ndmlich einem Experten fiir jede Verteilung. Natiirlich kénnen
wir uns unendlich viele Experten nicht leisten, sondern wéhlen stattdessen eine gentigend
grofle Anzahl N von Verteilungen zuféllig aus. Der Universal Portfolio Algorithmus von Cover
[C] verfolgt im Wesentlichen diesen Ansatz, legt in jedem ausgewihlten Portfolio dasselbe
Vermogen an und rebalanciert jedes Portfolio fiir jeden Anlagetermin nach dem CRP-Ansatz,
wobei aber keine Gelder zwischen verschiedenen Portfolios transferiert werden diirfen.

Wie gut ist der Universal Portfolio Algorithmus? Wir nehmen an, dass wir mit m Aktien
iiber einen Zeitraum von n Anlageperioden arbeiten. Wenn opt,, das optimale Vermégen und
e, das erwartete Vermogen nach n Anlageperioden ist, dann gilt:

Fakt 8.1 /C]
opt,,
€n = W
Damit kann das erwartete Verhalten potentiell sehr viel schlechter als das optimale Verhalten
sein, aber iiberraschenderweise ist der maximale Verlustfaktor hochstens polynomiell und
nicht exponentiell in der Anzahl der Anlageperioden. Der durchschnittliche maximale relative
Verlustfaktor pro Anlageperiode ist héchstens

(m—1)-loggn

((TL + 1)m71)1/n ~ (nmfl)l/” — n(mfl)/n -9 -
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und damit fiir eine geniigend grofie Zahl n von Anlageperioden nur unwesentlich grofier als
Eins: Legt die optimale CRP-Strategie iiber einen geniigend langen Zeitraum um den Faktor
ay fur a, > 1 zu, dann wird der Universal Portfolio Ansatz einen Wertzuwachs um den Faktor
by erreichen, wobei 1 < b, < a, und lim,_, a, = lim,_, b, gilt. Der Universal Portfolio
Ansatz schneidet somit auf den zweiten Blick nicht schlecht ab:

Die erwartete CRP-Vermogensentwicklung kann bis auf polynomielle Faktoren
mit der besten CRP-Vermoégensentwicklung mithalten: Damit gewihrleistet die
Neugewichtung, dass geniigend viele zufillig gewéhlte Verteilungen einen nicht zu
groflen Abstand von der optimalen Verteilung haben.

8.3 Der Winnow Algorithmus

Nehmen wir wieder an, dass n Experten zur Verfiigung stehen. Da ein Experte sich fiir einige
Entscheidungen moglicherweise nicht kompetent fiihlt, geben wir diesmal sogar die Mo6glich-
keit der Enthaltung, statt Experten arbeiten wir also wirklich mit Spezialisten. Auch unsere
Erwartungshaltung wéchst: Statt ungefahr so gut zu sein wie ein bester Spezialist, mochten
wir die Voraussageleistung einer besten Auswahl F von Spezialisten anndhernd erreichen.
Wie ist das Votum einer Auswahl, bzw. Menge von Spezialisten zu interpretieren? Wenn alle
sich nicht enthaltenden Spezialisten in E einstimmig sind, dann wird dieses einstimmige Vo-
tum {ibernommen, in allen anderen Fillen oder wenn das einstimmige Votum falsch ist, wird
die Menge E mit einem Strafpunkt belegt.

Um mit allen Mengen E mithalten zu kénnen, bauen wir fiir jede Menge E einen , Su-
perexperten® i, der ein einstimmiges Votum ,seiner” Spezialisten iibernimmt und sich sonst
enthélt. Wir wenden Algorithmus 8.1 auf die 2™ Superexperten an und kénnen somit mit der
Voraussagekraft jeder Menge E mithalten. (Dabei setzen wir voraus, dass jede Enthaltung
oder falsche Empfehlung von iz mit einem Strafpunkt geahndet wird.) Was ist das Problem?
Pro Runde benétigt Algorithmus 8.1 die Laufzeit mindestens €2(2") und ist damit nicht mehr
praktikabel. Haben wir trotzdem noch eine Chance?

Wir stellen als Nichstes den Winnow? Algorithmus vor, der auch mit dieser schwierigeren
Fragestellung klarkommt. Wir miissen allerdings die Voraussageleistung von E ein wenig
strenger bewerten.

Definition 8.5 Sei F eine Menge von Spezialisten. Wir vegeben in einer Runde

- k Strafpunkte, wenn sich genau k Spezialisten aus E irren,

- bzw. einen Strafpunkt, wenn sich alle Spezialisten aus F enthalten.

Wenn s; die Anzahl der Strafpunkte von F in Runde ¢ ist, dann ist

T
Strafer(E) = Z St
t=1

die Gesamtstrafe fiir £ nach T Runden.

Algorithmus 8.6 Der Winnow-Algorithmus

2To winnow: den Spreu vom Weizen trennen.
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(1) Setze w; =--- =w, = 1.

(2) Wenn eine Entscheidung zu treffen ist, dann gibt jeder Spezialist 7 bekannt, ob er sich
enthélt (z; = 0) oder nicht (x; = 1).

(2a) Winnow enthélt sich, falls
n
Z W; - T; <N
i=1

gilt. Nachfolgend werden die Gewichte aller Spezialisten, die sich nicht enthalten
haben, verdoppelt.

(2b) Sonst ist > " ; w; - x; > n und Winnow trifft eine Mehrheitsentscheidung: Wenn
y; € {Ja,Nein} die Empfehlung von Spezialist ¢ ist, dann entscheidet Winnow auf

»Ja“ wenn
E w; - T; > § w; - T

,x;=1,y;=Ja i,2;=1,y;=Nein

und ansonsten auf ,,Nein“. Nachfolgend werden die Gewichte aller Spezialisten, die
die falsche Entscheidung unterstiitzt haben, halbiert.

Wir werden jetzt sehen, dass Winnow dann eine gute Leistung abliefert, wenn es kleine, aber
gute Mengen von Spezialisten gibt.

Satz 8.7 Es mdge insgesamt n Spezialisten geben. Sei E eine beliebige Menge von Speziali-
sten. Dann macht Winnow nach T Runden héchstens

5. Strafer(E) +5 - |E| - [loggn] + 4
Fehler, wobei ein Fehler entweder eine Enthaltung oder eine falsche Entscheidung ist.

Beweis: Wir fithren Winnow fiir insgesamt 7" Runden aus und vergleichen die Voraussagen
von Winnow und der Spezialistenmenge E. Fiir jeden Spezialisten i € E sei f; die Anzahl
der bisherigen falschen Voraussagen von 4. Schliefilich moge es genau e Zeitpunkte geben, an
denen sich alle Spezialisten aus E enthalten.

Schritt 1: Wir beschrinken zuerst die Anzahl e* der Enthaltungen von Winnow, indem wir
einen Zusammenhang mit den Fehlern und Enthaltungen von E herstellen. Wir beachten,
dass Winnow sich nicht enthélt, wenn mindestens ein Spezialist ¢ ein grofles Gewicht besitzt,
d.h. wenn w; > n gilt, und wenn sich dieser Experte nicht enthélt. Das Gewicht w; wird
nach einer Fehlentscheidung von Spezialist ¢ halbiert und nach einer Enthaltung von Winnow
verdoppelt, solange sich ¢ nicht selbst enthalten hat. Wie entwickeln sich die Gewichte fiir die
Spezialisten in E?

Angenommen ein Spezialist ¢ € F hat sich mindestens f; +log, n nicht enthalten, wihrend
sich Winnow jedesmal enthalten hat. Dann ist sein Gewicht w;, unter Einrechnung der Hal-
bierungen durch die f; falschen Entscheidungen, auf mindestens n angestiegen und dieser
Spezialist allein verhindert eine Enthaltung, wann immer er sich nicht enthalt.

In jeder von e* — e Enthaltungen von Winnow wird sich aber mindestens ein Spezialist aus
E “bekennen®, sich also nicht enthalten. Jeder Spezialist ¢ € E erreicht aber nach f; +logyn
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,Bekennungsschritten“ das kritische Gewicht n und verhindert danach Enthaltungen von
Winnow. Also haben wir

e’ <e +Zfi +|E| - [logyn] (8.5)
i€k
= Strafer(E) + |E| - [logy n] (8.6)

nachgewiesen.

Schritt 2: Um die Anzahl der Fehlentscheidungen von Winnow zu beschrianken, stellen wir
einen Zusammenhang zu den Enthaltungen von Winnow her. Sei W; die Summe aller Gewichte
zu Beginn von Runde ¢t. Wir machen die folgenden Beobachtungen:

(1) Esist Wi =n und Wy > 0 fiir alle Zeitpunkte ¢.

[2) Wenn Winnow sich in Runde ¢ enthélt, dann werden nur Gewichte der sich nicht
enthaltenden Spezialisten verdoppelt. Es gilt aber Y " ; w;z; < n, und deshalb folgt
Wit1 < Wi+ n.

(3) Wenn Winnow in Runde ¢ eine Fehlentscheidung trifft, dann ist andererseits > ;| w;x; >
n, und das Gesamtgewicht der sich irrenden Spezialisten ist mindestens n/2. Das Ge-
samtgewicht der sich irrenden Spezialisten wird halbiert, und deshalb folgt W11 <
Wy — 7.

Wenn f* die Anzahl der Fehlentscheidungen von Winnow ist, dann muss also f* < 4e* + 4
gelten, denn ansonsten wire das Gesamtgewicht negativ. (Da das Gesamtgewicht zu Anfang n
ist, treiben 4 Fehlentscheidungen das Gewicht auf Null.) Also ist die Anzahl der Enthaltungen
und Fehlentscheidungen durch

e+ f* <be*+4 <5 Strafep(E) +5- |E| - [loggn| + 4
beschrankt. O

Unsere Bestrafung der Spezialistenmenge FE ist unfair, da wir eine Fehlentscheidung mit
der Anzahl der sich irrenden Spezialisten in F bestrafen. Eine faire Bewertung bestraft ei-
ne Fehlentscheidung nur einmal. Wenn f also die Anzahl der Fehler von E ist, dann folgt
Strafer(E) < e+ f - |E| < (e+ f) - |E| und die Anzahl der Enthaltungen und Fehlentschei-
dungen von Winnow ist durch

O((e + f +1logyn) - |E|)
beschrankt:
Korollar 8.8 Winnow besitzt den Wettbewerbsfaktor O(|E|).

Natiirlich hétten wir auch die Mehrheitsentscheidung in Schritt (2b) durch die zuféllige Wahl
eines sich nicht enthaltenden Spezialisten ersetzen kénnen.

Aufgabe 73
Entwerfe einen Lernalgorithmus, der eine unbekannte Disjunktion D = x;; V -- -V z;, nach moglichst wenigen
Gegenbeispielen erlernt.

Hinweis: Interpretiere jedes Literal x; als einen Experten. Das Ziel ist dann die exakte Bestimmung der D
zugrundeliegenden Expertenmenge.

Aufgabe 74
Statt einer Disjunktion ist diesmal eine unbekannte Threshold-Funktion Z;Zl xi; >t zu erlernen.




Kapitel 9

Selbst-organisierende
Datenstrukturen

9.1 Amortisierte Laufzeit

Wir fithren den Begriff der amortisierten Laufzeit anhand zweier einfacher Beispiele ein.

Beispiel 9.1 Binidre Zihler Wir méchten eine Folge von Inkrement-Operationen auf einen
anfianglich auf 0 gesetzten binédren Zahler ausfithren. Insbesondere, wenn 7 der aktuelle Zahler-
stand ist und die Operationen Inkrement(i) auszufiihren ist, dann benétigen wir sdmtliche
Bitoperationen, die die Bindrdarstellung von ¢ in die Binédrdarstellung von ¢ + 1 umwandeln.
Diese Anzahl bendétigter Bitoperationen ist offenbar genau k, wobei k—1 die maximale Anzahl
von aufeinanderfolgenden Einsen beginnend mit dem niedrigstwertigen Bit ist:

1001 0111 — 1001 1111
—~— S
k Bits k Bits
Viele Inkrement-Operationen sind sehr , billig“: Wenn der Zé#hlerinhalt z gerade ist, geniigt
das Flippen des niedrigstwertigen Bits. Es gibt aber auch sehr ,,teure* Inkrement-Operationen:
Wenn z = 28~1 — 1 (mod 2F), miissen wir k Bits flippen.

Wir beginnen mit Zéahlerinhalt 0 und fithren ¢ Inkrement-Operationen durch. Wie oft
werden Bits geflippt? Das niedrigstwertige Bit 0 wird bei jeder Inkrement-Operation geflippt,
Bit 1 wird bei jeder zweiten Inkrement-Operation geflippt und allgemein wird Bit & jedes
2F_te Mal geflippt. Insgesamt werden also hichstens

[logy ] i [e) i
F <D =2
k=0

k=0

Bits geflippt.

Im folgenden zweiten Beweis beschreiben wir das Buchhalter-Argument. Hier ist die grund-
legende Idee, die Laufzeit auf die Operationen umzulegen. Dabei sind Operationen nicht nur
fiir die von ihnen direkt verursachten Schritte zu belasten, sondern auch fiir die indirekt ver-
ursachten, spéter auszufithrenden Schritte. In unserem Beispiel belasten wir eine Inkrement-
Operation mit zwei Kosteneinheiten: Jede Inkrement-Operation lassen wir eine Einheit fiir
die eine, neu eingefiihrte 1 bezahlen. Die verbleibende Einheit ist in der Zukunft zu bezahlen,
wenn namlich die gerade eingefiihrte 1 spéter in eine 0 zu flippen ist.

123
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Betrachten wir jetzt die Durchfithrung eines beliebigen Inkrement-Schrittes. Das Flippen
einer jeden 1 in eine 0 ist bereits durch die Operation bezahlt worden, die diese 1 eingefiihrt
hat. Die aktuelle Operation muss also nur fiir die Neueinfithrung ihrer 1 sowie fiir die spétere
Umkehrung in eine 0 bezahlen: Der Etat von 2 Kosteneinheiten ist somit ausreichend und i
Inkrement-Operationen laufen in Zeit hochstens 2 - 4.

Wir geben einen dritten Beweis, um das Konzept der Potentialfunktion einzufithren. Dazu
beachten wir, dass billige Operationen verantwortlich fiir teure Operationen sind, denn eine
teure Operation muss die von billigen Operationen eingefiihrten Einsen flippen. Diese billigen
Operationen erhdhen die Gefahr (bzw. das Potential) fiir eine nachfolgende, teure Operation.
Um das aufgebaute Potential ® vor Schritt k£ zu quantifizieren, setzen wir

| Anzahl der Einsen in der

®(k) = Binérdarstellung von &

Insbesondere ist ®(0) = 0 und ®(k) > 0. Eine Operation, die > 1 Einsen flippt, senkt das
Potential um r — 1, da eine 1 neu eingefiihrt wird und r Einsen verschwinden. Eine billige
Operation, die keine Einsen flippt, erhoht das Potential um 1. Wir lassen die billigen (und
damit potentialerhthenden) Operationen fiir eine teure Operation bezahlen und definieren
dazu die amortisierten Kosten der k-ten Operation (k > 1) durch

Amortisierte-Kosten := Wirkliche-Kosten;, + O(k) —P(k—1),

Anderung des Potentials

wobei Wirkliche-Kosteny, die wirklichen Kosten (Anzahl der zu flippenden Bits) der k-ten
Operation sind. Die k-te Operation flippt Wirkliche-Kosten; — 1 Einsen sowie eine Null und
senkt das Potential um Wirkliche-Kosten;, — 2. Thre amortisierten Kosten sind also

Amortisierte-Kosten,, = Wirkliche-Kosteny, — (Wirkliche-Kosteny, — 2) = 2.

Es gilt in diesem Fall Amortisierte-Kosten;, = 2 fiir alle k. Was nutzen uns diese Uberlegun-
gen? Wir kénnen von den amortisierten auf die wirklichen Kosten zuriickschlielen, denn wir
zeigen als Néchstes, dass

ZZ: Wirkliche-Kosteny, < ZZ: Amortisierte-Kosteny,
k=1 k=1
gilt.
Satz 9.1 Wir machen die folgenden Annahmen:
(a) Amortisierte-Kosteny, = Wirkliche-Kosteny, + ®(k) — ®(k — 1) fir alle k € N,
(b) ©(0) =0 und
(¢) ®(k) >0 fiir alle k € N.

Dann ist die amortisierte Laufzeit mindestens so grof§ wie die wirkliche Laufzeit, denn es gilt

i i
Z Amortisierte-Kosteny, > Z Wirkliche-Kosteny,.
k=1 k=1
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Beweis: Wir erhalten

3 K3 K3
Z Amortisierte-Kosten, = (Z Wirkliche-Kosteny, | + » (®(k) — ®(k—1)) wegen (a)
k=1 k=1 k=1
K3
= (Z Wirkliche-Kosteny, | + ®(i) — ©(0) Teleskopsumme
k=1
i
= (Z Wirkliche-Kosteny, | + ®(7) wegen (b).
k=1
i
> ZWirkliche—Kostenk wegen (c).
k=1
und das war zu zeigen. O
Aufgabe 75

(a) Gegeben sei ein Stack mit den Operationen Push (Hinzufiigen eines Elementes) und Pop (Entfernen des
zuletzt hinzugefiigten Elementes). Eine neue Operation Multipop(k), welche die obersten k Elemente
entfernt, soll mit Hilfe der Pop-Operation implementiert werden. Analysiere mit Hilfe einer Potential-
funktion die Kosten von n Operationen, wenn der Stack zu Beginn leer ist.

(b) Gegeben sei ein Zihler mit einer Inkrement und einer Dekrement Operation. Analysiere die Worst-Case-
Kosten einer Folge von n Operationen (der Zihler beginnt bei 0 und hat unbeschrinkte Lénge).
(c) Es soll eine Schlange implementiert werden. Dabei stehen als Operationen nur die Operationen eines

Stacks zur Verfiigung. Zeige, dass die Schlange auf zwei Stacks in konstanter amortisierter Laufzeit
implementiert werden kann.

Aufgabe 76
Auf einem Array der Linge n = 2¥ soll die Bit-Reversal-Permutation ausgefiihrt werden, d.h. ein Element an
Position ¢, wobei ¢ die Bindrdarstellung (ix—1,...,%0) besitzt, soll an Position (%o, ...,%k—1) gebracht werden.

Zeige, dass die Bit-Reversal-Permutation in Zeit O(n) ausgefiihrt werden kann. Der verwendete Rechner sei
eine Registermaschine mit k-Bit Registern und direktem sowie indirektem Speicherzugriff. Als ,,arithmetische*
Operationen sind nur zyklische Shifts um eine Position, sowie Operationen auf dem untersten Bit erlaubt.
Hinweis: Verwende einen ,,umgedrehten Z&hler mit geringen amortisierten Kosten.

Beispiel 9.2 Dynamische Hashtabelle

In der Praxis lasst sich die Anzahl der durch Hashing einzufiigenden Schliissel nicht genau vor-
hersagen. Eine zu grofie Hashtabelle belegt unnétig Platz, eine zu kleine Hashtabelle reduziert
den Laufzeitvorteil von Hashing durch viele Kollisionen. Wir beginnen mit einer leeren Hash-
tabelle der GroBe 1 = 2° und versuchen, die GréBe der Hashtabelle dynamisch anzupassen.
Zu

 Anzahl Schliissel
~ TabellengroBe
wahlt man zum Beispiel folgende Heuristik:

- Wenn A\ > 1, fiige séimtliche Schliissel in eine neue Hashtabelle doppelter Grofle ein.

- Wenn A < i, fiige sémtliche Schiissel in eine neue Hashtabelle der halben Grofle ein.

In beiden Féllen ist nach der Reorganisation A\ = % Wir setzen idealisiert die wirklichen
Kosten fiir eine Operation auf 1, wenn keine Reorganisation erforderlich ist. Wenn andererseits
eine Reorganisation durchzufiithren ist, dann setzen wir den wirklichen Preis fiir eine Operation
auf m, falls die alte Tabelle die Gréfie m besitzt. Wir fiihren ein Buchhalter-Argument durch.
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- Wenn die Hashtabelle mit der aktuellen Gréle m zu klein wird, dann sind zwischen-
zeitlich mindestens m/2 Schritte ohne Reorganisation vergangen. Die durch die gerade
durchgefiihrte Reorganisation verursachten Kosten von m ordnen wir den letzten m/2
Schritten zu. Die amortisierte Laufzeit fiir eine Operation ist damit hochstens 1+2 = 3,
da wir als wirkliche Kosten 1 angenommen haben.

- Wenn die Hashtabelle mit der aktuellen Grofle m zu grofl wird, so geschieht dies nach
frithestens m/4 Schritten, wenn némlich die urspriingliche Auslastung von 1/2 auf 1/4
gesunken ist. Die Reorganisationskosten von m sind also auf die letzten m /4 Operationen
zu verteilen und wir erhalten im Worst-Case die amortisierte Laufzeit 1+4 = 5 fiir eine
Operation.

Insgesamt gelingen also k Operationen in idealisierter Laufzeit hochstens 5k.

Aufgabe 77

Binére Suche in einem sortierten Array bendtigt logarithmische Zeit, das Einfiigen hingegen lineare Zeit. Be-
trachte daher folgende Datenstruktur zur Unterstiitzung der Suche- und Einfiige-Operationen: Sei n gegeben
mit Bindirdarstellung (bx—_1,...,bo). Es gebe k sortierte Arrays A; der Linge 2°, i =0, ...,k — 1. Jedes Array
ist entweder leer oder voll, entsprechend dem Wert von b;. Daher enthalten die Arrays zusammen n Elemente.
Jedes einzelne Array ist sortiert. Beschreibe eine Implementierung von Lookup() und von Insert() mit amor-
tisierter Laufzeit O(log, n) fiir Insert. Bestimme die Worst-Case-Zeit der Lookup-Operation. Ist eine effiziente
Implementierung von Delete() méglich?

9.2 Splay-Biume

Wir betrachten Datenstrukturen fiir geordnete Worterbiicher und die zu unterstiitzenden
Operationen

Lookup(z): Entscheide, ob das Wort = im Wérterbuch ist.

Insert(z): Fiige das Wort = ins Worterbuch ein.

Delete(x): Losche das Wort = aus dem Wérterbuch.
- Min(): Bestimme das Mininum des Worterbuchs.

Viele Typen von Suchbdumen wie AVL-, B- und Brother-Bdume wurden zur Unterstiitzung
dieser Operationen entwickelt [CLR]. Diese Datenstrukturen haben alle in etwa dieselben
Eigenschaften:

(1) Logarithmische Worst-Case-Laufzeit fiir jede Operation.

(2) Hohe Konstanten in der asymptotischen Laufzeitanalyse, da es sich um balancierte
Baume handelt, und wir nach einer Operation die Balance-Forderungen wieder erfiillen
miissen.

(3) Eine nicht unerhebliche Speicherkomplexitit, da jeder Knoten des Baums Balance-
Informationen fiir seinen Teilbaum speichert.

(4) Ein nicht-adaptives Verhalten der Baumstruktur, zum Beispiel werden haufig nachge-
fragte Schliissel im Allgemeinen nicht an der Spitze des Baumes liegen.
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Konventionelle Suchbdume sind den Splay-Baumen (oder selbst-organisierten, binéren Such-
baumen) in den Punkten (2), (3) und (4) deutlich unterlegen. Dies erreichen wir nur unter
Aufgabe der Eigenschaft (1): Statt der Laufzeit O(logy 1) pro Operation garantieren wir eine
Laufzeit von O(n - logy n) fiir n Operationen. Splay-Béaume konnen somit zwar ineffizient fiir
individuelle Operationen sein, sie sind jedoch hervorragend im Bezug auf die Gesamtlaufzeit
aller Operationen.

Die Architektur eines Splay-Baumes ist die eines bindren Suchbaumes. Jeder Knoten hat
maximal zwei Kinder, und wenn « im linken Teilbaum von v und w im rechten Teilbaum von
v liegt, gilt:

Schliissel(u) < Schliissel(v) < Schliissel(w).

Die Operationen Lookup(x), Insert(z) und Delete(x), sowie Min() fithren wir auf die Splay-
Operation zuriick. In der Operation Splay(z) wird zunédchst nach dem Schliissel z gesucht
und dabei das folgende Suchverfahren durchgefiihrt:

(1) Wir beginnnen an der Wurzel, vergleichen den Wert v der Wurzel mit = und gehen, falls
v nicht der gesuchte Schliissel ist, entweder in den linken Teilbaum (z < v) oder in den
rechten Teilbaum (z > v).

(2) Dieses Verfahren wird solange wiederholt bis der Schliissel x gefunden wurde oder bis
ausgeschlossen werden kann, dass sich  im Baum befindet.

Als Resultat dieser Suchoperation wird der grofite Schliissel y im Baum mit y < x, bzw. der
kleinste Schliissel y mit y > = bestimmt.

Der Knoten des gefundenen Schliissels wird sodann in einer Aufwértsphase zur Wurzel
yrotiert“, um den moglicherweise langen Pfad zur Wurzel zu verkiirzen. Bevor wir die Splay-
Operation detailiert beschreiben und analysieren, fithren wir die iibrigen Operationen auf die
Splay-Operation zuriick.

- Lookup(z): Fiithre Splay(x) aus und vergleiche den Schliissel an der Wurzel mit z.

- Insert(x): Fiihre Splay(z) durch und fiige = als neue Wurzel ein. Wenn wir zum Beispiel
annehmen, dass Splay(x) den groiten Schliissel y mit y < z findet, modifizieren wir wie

folgt:
(=)

/

O)

1 {2> 1

Nach Splay(z) Neuer Baum nach Einfiigen

- Delete(x): Fiihre Splay(x) durch. Seien 1 und 2 die Teilbdume der neuen Wurzel x.
Fiihre Splay(z) auf dem linken Teilbaum 1 aus, dessen Schliissel alle kleiner als z sind.
Sei y die Wurzel und 1’ dessen Unterbaum. Beachte, dass es im Teilbaum 1 keinen
Schliissel grofler als y gibt und y daher keinen rechten Nachfahren besitzt. Wir 16schen
z und der neue Baum hat die Wurzel y mit den Unterbdumen 1’ sowie 2.
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A

: : 1 9

Nach Splay(z) im ganzen Baum Neuer Baum nach Léschen von z
und Splay(x) im Teilbaum 1

- Min(): Fiihre Splay(—o0) aus und gib den Schliissel der Wurzel aus.

Jede Operation wird also mit hochstens zwei Splay-Operationen implementiert; allerdings
sind konstant viele Kanten zusétzlich zu modifizieren, aber diese Zusatzkosten sind gegen die
Splay-Operationen vernachléssigbar.

Wir implementieren jetzt die Aufwirtsphase der Splay-Operation mit einer Folge von
Rechtsrotationen und Linksrotationen.

Rechtsrotation bei Splay-Bédumen.

1 / = 3
/ 2\ 3 1 2
Linksrotation bei Splay-Bédumen.
Algorithmus 9.2 Die Splay-Operation.

(1) Die Eingabe besteht aus einem binéren Suchbaum 7" und dem Schliissel =

(2) Suche nach z in der Abwiértsphase:

Suche den Schliissel bzw. Knoten x: Wir beginnnen in der Wurzel, vergleichen den Wert
v der Wurzel mit x und gehen, falls v nicht der gesuchte Schliissel ist, entweder in den
linken Teilbaum (z < v) oder in den rechten Teilbaum (z > v). Wenn x = v wird die
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Suche abgebrochen und ansonsten solange fortgesetzt, bis entweder ein Blatt ereicht
wird oder der Schliissel gefunden wird.

Sei y der gefundene Schliissel.

(3) Die Aufwértsphase bewegt y zur Wurzel.
WHILE (y steht nicht an der Wurzel) DO

(3a) Sei v der Vater und g der Grofivater von y (sofern dieser existiert).

(3b) Rotiere geméf folgender Fallunterscheidung:
Zick-Zick: y und v sind beide linke oder beide rechte Kinder. Rotiere zuerst am
Grofivater g und dann am Vater v.
Zick-Zack: y ist ein linkes bzw. rechtes Kind und v ist ein rechtes bzw. linkes
Kind. Wir rotieren zuerst am Vater v und dann am vorherigen Grofivater g.
Zick: Der Vater v ist die Wurzel. Fiihre die entsprechende Rotation durch, um y
an die Wurzel des Baumes zu bringen.

T/

Der Zick-Zick Fall.
Was passiert im Zick-Zick Fall?
- gy ist ndher zur Wurzel geriickt.
- Alle Knoten in 1 und 2 sind ebenso der Wurzel néher gekommen.

- Alle Knoten in 3 oder 4 riicken von der Wurzel weg.

Wiederholte Anwendungen des Zick-Zick Falls fithren also eine Art von Balancierung durch: y
riickt der Wurzel um zwei Kanten ndher, wihrend alle Knoten in 1 oder 2 der Wurzel um min-
destens eine Kante néherriicken, die Knoten der Baume 3 und 4 nehmen in den nachfolgenden
Anwendungen des Zick-Zick Falls an der Aufwértsbewegung teil. Die Knoten des Suchpfades
riicken der Wurzel somit fast um die Hélfte ndher: Wir nennen dies die Suchpfad-Figenschaft.
T/ T//
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Der Zick-Zack Fall.
Was passiert im Zick-Zack Fall?
- gy ist ndher zur Wurzel geriickt.
- Alle Knoten in 2 und 3 sind ebenso der Wurzel néhergeriickt.

- Die Knoten in 4 behalten ihren Abstand, die Knoten in 1 riicken von der Wurzel weg.

y riickt der Wurzel um zwei Kanten n#her, wihrend alle Knoten in 2 oder 3 der Wurzel
um eine Kante ndherriicken; die Knoten in 1 und 4 nehmen in nachfolgenden Anwendungen
des Zick-Zack Falls an der Aufwirtsbewegung teil. Mit anderen Worten, nach wiederholter
Anwendung des Zick-Zack Falls riicken die Knoten des Suchpfades der Wurzel auch diesmal
fast um die Hélfte ndher und die Suchpfad-Eigenschaft ist wiederum erfiillt.

Tl

Der Zick Fall.

Aufgabe 78

Wir nehmen an, dass der Zick-Zick Fall genau so wie der Zick-Zack Fall ausgefithrt wird. Konstruiere einen
Splay-Baum T mit n Knoten und eine Folge von n Lookup-Operationen, so dass die modifizierten Splay-
Operationen insgesamt die Laufzeit Q(n?) benotigen.

Das folgende Beispiel zur Splay-Operation zeigt die Herkunft der Bezeichung Splay-Baume:
,to splay* ist der englische Ausdruck fiir ,,verbreitern®.

Beispiel 9.3
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Wir rufen Splay(2) fiir den ersten Baum in der obigen Abbildung auf. Wir gehen den Baum
herab zum Knoten 2.

- Der Knoten 2 und sein Vaterknoten 1 sind jeweils ein rechtes, bzw. linkes Kind. Da wir
im Zick-Zack-Fall sind, rotieren wir zunéchst am Vater 1 und anschlieBend am Grof3vater
4. Der zweite Baum der Abbildung zeigt das Resultat.

- Der Knoten 2 und sein Vaterknoten 5 sind beide jeweils linke Kinder: Im Zick-Zick-
Fall rotieren wir zunéchst am Grofivater 6 und anschlieSend an 5. Der dritte Baum der
Abbildung zeigt das Resultat.

- Der Vaterknoten 7 von 2 ist die Wurzel: Fiir diesen Zick-Fall rotieren wir am Vater 7,
um 2 an die Wurzel des Baumes zu bringen. Der vierte Baum der Abbildung zeigt das
Resultat.

Der gesuchte Wert 2 steht nun an der Wurzel des Suchbaumes.
Wir beschreiben und analysieren im Folgenden die Aufwértsphase im Detail. Zur Betrachtung
der amortisierten Laufzeit definieren wir eine Potentialfunktion @ fiir bindre Suchbdume.

Definition 9.3 Sei T ein binadrer Suchbaum.

(a) Fiir einen Knoten w sei |T'(w)| die Knotenanzahl im Teilbaum mit Wurzel w (inklusive
w).

(b) Fiir einen Knoten w setzen wir den Rang Rp(w) := log, ( |T'(w)| ) und definieren die
Potentialfunktion

O(T) := Y Rr(w)
weT
als die Summe aller Rénge der Knoten.

Betrachten wir zwei Beispiele zur Potentialfunktion.

Potential ©(nlogyn) Potential ©(n)

Der Baum T habe n Knoten. Falls der Baum die Form einer Liste hat, gilt:

n
O(T) = ZlogQi = logy n! = ©(nlogyn).
i=1
Um den kleinsten Schliissel zu finden, sind n Schritte notig. Falls der Baum T hingegen ein
vollstéandiger binirer Baum mit n = 2 — 1 Schliisseln ist, sind logarithmisch viele Schritte
ausreichend. In diesem Fall ist das Potential durch

k co .
B(T) =3 2F 7 log (20— 1) < nZQi = O(n).
=1 =0
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gegeben.

Wir zeigen, dass die Laufzeit einer Splay-Operation auf einem Baum mit n Knoten in
amortisierter Laufzeit O(logyn) gelingt. Da die Laufzeit der Aufwértsphase die der Abwérts-
phase dominiert, betrachten wir nur die Aufwirtsphase. Wir bezeichnen mit 7; den Baum
nach der i-ten Rotation der Splay-Operation. Unsere Analyse unterscheidet die drei Félle der
Splay-Operation.

Der Zick-Zick-Fall: y und der Vater v von x sind beide linke oder beide rechte Kinder.
Rotiere zuerst am Grofivater g von « und dann am Vater v.

Das Ziel dieser Rotation ist nicht nur das Heraufbringen von y, sondern auch die Kontrak-
tion des bisher gelaufenen Weges. Zwar scheint dieses nicht stattzufinden (v und g kommen
der Wurzel nicht niher), aber v und ¢ sind jetzt Nachfahren von y und nachfolgende Zick-
Zick-Operationen verkiirzen den Abstand von v und g zur Wurzel.

Sei T' der binére Suchbaum vor Ausfithrung der Zick-Zick-Operation und 7" der binére
Suchbaum nach der Ausfiihrung. Wir setzen die wirklichen Kosten der Rotation auf 1 und
erhalten deshalb

Amortisierte-Kosten(Zick-Zick) = 1 + ®(T") — ®(T)).
Wir beachten, dass sich die Teilbaumgrséfie nur fiir y, v und g &ndert. Es gilt also
O(T") — ®(T) = [Ryn(y) — Rr(y)] + [Rrv(v) — Rr(v)] + [Rro(9) — Rr(g)] - (9.1)
Wegen Rr(y) < Rr(v) und Rpr(v) < Rpr(y) gilt
Ryn(v) — Rp(v) < Rpn(y) — Rr(y).
Als Konsequenz erhalten wir aus (9.1)
(T") = (T') < 2+ [Ryo(y) — Rr(y)] + Rrv(g9) — Rr(g).

Unser Ziel ist der Nachweis von

Ry (g9) — Rr(g) é Ryn(y) — Rr(y) — 1, (9.2)

denn dies impliziert

O(T") = @(T) +1< 3[Ry (y) — Rr(y)].
Die linke Seite ist die amortisierte Laufzeit einer Zick-Zick-Operation und wir erhalten
Amortisierte-Kosten(Zick-Zick) < 3 - [Rp»(y) — Rr(y)] . (9.3)

Wir miissen noch Ungleichung (9.2) beweisen. Zuerst beachten wir, dass fiir den mittleren
Baum 7" der Zick-Zick-Operation

T'@)] = 1T+ |T()] +1
> 2 min {T'(y)].T'(9)|} .

gilt. Durch Logarithmieren erhalten wir:

Ry(v) > 1+ min{ Ry (y), Ry (g)} -



9.2. SPLAY-BAUME 133

Da Ry (y) = Rr(y), Rr(v) = Rrv(y) = Rr(g) sowie Rr/(g) = Rrv(g) folgt
Ryo(y) = Rr(g) > min{Ry(y), Rrv(g)} + 1.

Wir unterscheiden zwei Félle:
Fall 1: Es gilt Rr(y) < Rpv(g). Somit ist Rpv(y) > 1 4+ Rr(y) und wir erhalten wegen
Rr(y) < Ryo(9),

Ryn(y) — Br(y) —1> 0> Rye(g) — Rr(g).
Fall 2: Es gilt Rr(y) > Rrv(g) und somit Rr(g) > 1+ Ryv(g). Da stets Ryv(y) — Rr(y) >0
ist, folgt

Ryn(g) — Rr(g) < =1 < Rpo(y) — Re(y) — 1.
Wir haben die Ungleichung (9.2), also Ry~ (g) — Rr(g) < Rrv(y) — Rr(y) — 1, bewiesen.

Der Zick-Zack-Fall: y ist ein linkes (bzw. rechtes) Kind und v ist ein rechtes (linkes) Kind.
Wir rotieren zuerst am Vater und dann am vorherigen Grofivater. Mit analogen Argumenten

zeigt man wie im Zick-Zick-Fall, dass die amortisierte Laufzeit einer Zick-Zack-Operation
durch

Amortisierte-Kosten (Zick-Zack) < 3 - [Rr,(y) — Rr,_, (y)] — 1 (9.4)

nach oben beschriankt ist.

Der Zick-Fall: : Der Vater v von y ist die Wurzel. Fiihre die entsprechende Rotation durch,
um y an die Wurzel des Baumes zu bringen. In diesem Fall ist die amortisierte Laufzeit der
Einzelrotation

1+ Ry (y) — Rr(y) + R (v) — Rr(v),

denn wir haben die wirkliche Operation der Einzelrotation gezéhlt wie auch die Verdnderung
der Potentialfunktion vermerkt. (Eine Anderung findet nur fiir die Knoten y und v statt).
Wegen Ry (y) = Rr(v) und Ry (v) < Ry (y) gilt:

Amortisierte-Kosten (Zick) = 1+ [Ryv(v) — Rr(v)] + [Rr(y) — Rr(y)]
= 14 Rp(v) = Rr(y)

L+ Ry/(y) — Rr(y)
1+ 3[Ry (y) — Rr(y)] - (9.5)

IN A

Wir kennen obere Schranken Amortisierte-Kosten; fiir die Einzeloperationen (siehe (9.3),
(9.4) und (9.5)). Wenn wir k Einzeloperationen durchfiihren, sind die ersten k — 1 Zick-Zack-
und Zick-Zick-Fille und der letzte ist ein Zick-Fall. Also erhalten wir, wenn T; der Baum nach
den iten Rotationen ist,

k k—1
Z Amortisierte-Kosten; < Z Amortisierte-Kosten; + Amortisierte-Kosteny,
i=1 i=1

IN

k—1
Z 3- [RTi (y) - RTFl(y)] +3- [RTk (y) - Rkal(y)] +1
=1

= 3-[Rp.(y) — Rpp(y)] +1
< 3-Rp(y)+1
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als obere Schranke fiir die amortisierte Laufzeit der vollstédndigen Splay-Operation. Wenn der
Baum T} maximal n Knoten hat, gilt

Amortisierte-Kosten (Splay) < 3 -logyn + 1. (9.6)

wegen Ry, (y) =logy( |T(y)| ). Da nach Satz 9.1 amortisierte Laufzeiten obere Schranken der
wirklichen Laufzeiten sind, erhalten wir

Satz 9.4 Auf einen am Anfang leeren Splay-Bdume kann man n Operationen des Typs
Lookup(x), Insert(z), Delete(x) und Min() in Zeit O(n -logyn) ausfiihren.

Beweis: Wir haben gezeigt, dass die Operationen ,,Lookup* und ,,Min“ identisch mit Splay-
Operationen sind. Die Insert- und die Delete-Operation bestehen aus einer bzw. zwei Splay-
Operationen und zusétzlichen O(1) vielen Schritten.

Die amortisierte Laufzeit einer Splay-Operation in einem Splay-Baum mit n Knoten ist
durch O(logy n) beschriankt. Aus Satz 9.1 folgt deshalb die Behauptung. O

Wie gut sind Splay-Baume im Vergleich zu beliebigen anderen Algorithmen? Wir untersuchen
diese zentrale Frage fiir Folgen o von Lookup-Operationen und lassen Splay-Baume sogar
gegen die folgende Klasse von off-line Algorithmen antreten:

Sei T ein bindrer Suchbaum fiir die Schliisselmenge S = {1,...,n} und o =
(01,-..,0m) € S™ beschreibe eine Folge von Lookup-Anfragen. Ein off-line Algo-
rithmus A kann die gesamte Folge o zu Beginn der Berechnung einsehen.

A arbeitet in Phasen. Fiir Phase 1 wird 7° = T und i = 1 gesetzt. In Phase i
beginnt A mit dem Baum 7%~! und sucht zuerst nach o;, indem der Suchpfad in
T'~! durchlaufen wird. Dann darf A eine Menge von r; Rotationen an beliebiger
Stelle in T%~! ausfiihren: Der entstehende Baum sei 7¢. Wenn [; die Linge des
Suchpfads fiir o; ist, dann definieren wir

m

Kosteny (T, 0) = Z:(lZ +7;)
i=1

als die Kosten von A fiir die Folge o mit anfinglichem Baum T.

Wir beachten zuerst, dass der Wettbewerbsfaktor der Splay-Bédume nach n Lookup-Operati-
onen hochstens O(logy n) betrigt. Diese Beobachtung ist eine unmittelbare Konsequenz von
Satz 9.4, da Splay-Baume héchstens die Zeit O(nlogyn) bendtigen, wihrend jeder andere
Algorithmus mindestens Q(n) Schritte ausfithren muss, da ja n Lookup-Operationen zu be-
antworten sind. Téatséchlich wird in der ,Dynamic Optimality Conjecture” sogar vermutet,
dass Splay-Béume einen konstanten Wettbewerbsfaktor besitzen!

Offenes Problem 4
Die Dynamic Optimality Conjecture besagt, dass fiir jeden off-line Algorithmus A, fiir jeden bindren
Suchbaum 7" und jede Folge o von m Lookup-Operationen auf T'

Kostengpiay (T, 0) = O(Kostena (T, 0) +m)

gilt. Er wird also angenommen, dass Splay-Bdume einen konstanten Wettbewerbsfaktor besitzen.

Die Dynamic Optimality Conjecture ist seit iiber 20 Jahren offen und konnte bisher nur fiir
sehr eingeschrinkte Folgen o bestétigt werden. Zum Beispiel, wenn T' die Schliissel 1,...,n so
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abspeichert, dass ein Inorder-Durchlauf die Schliissel in sortierter Reihenfolge ausgibt, dann
gilt Kostengplay (T, 0) = O(n) fiir die Reihenfolge o = (1,...,n). (Beachte, dass das Ergebnis
Kostengplay (T, 0) = w(n) die Dynamic Optimality Conjekture widerlegt hétte. Warum?)

Die Dynamic Optimality Conjecture kann auch fiir beliebige Bdume T und Folgen o
bestétigt werden, wenn off-line-Algorithmen keine Rotationen ausfiihren diirfen. Wir kénnen
ein verwandtes Ergebnis sogar mit unseren Methoden herleiten: Sei p; die Wahrscheinlichkeit,
dass Schliissel ¢ Argument einer Lookup-Anfrage ist, und es gelte > ; p; = 1. Dann heifit
ein bindrer Suchbaum optimal fiir die Verteilung p, wenn die erwartete Suchzeit

s = Z pi - Tiefe (i-ter Schliissel)
i=1

minimal ist. In der nichsten Ubungsaufgabe zeigen wir, dass Splay-Biume selbst dann eine
bis auf einen konstanten Faktor optimale erwartete Suchzeit erreichen, wenn sie mit einem
beliebig schlechten Baum beginnen miissen. Mit anderen Worten, Splay-Biéume passen sich
den Daten fast optimal an!

Aufgabe 79

Es sei ein beliebiger, statischer, bindrer Suchbaum S mit n Schliisseln gegeben. T sei ein weiterer beliebiger
bindrer Suchbaum mit derselben Schiisselmenge. Zeige, dass sich jede beliebige Folge von Suchoperationen, die
auf S in m Schritten abgearbeitet wird, mit den Splay-Baumoperationen in O(m + n?) Schritten abarbeiten
lasst, wenn mit 7" begonnen wird.

HiNnwEIS: Betrachte die Analyse der amortisierten Laufzeit der Splay-Operation. Es sei jeder Knoten im
Baum mit einem positiven Gewicht belegt. Ersetze |T'(w)| in der Definition der Potentialfunktion durch die
Summe der Gewichte iiber alle Knoten im Teilbaum von w.

Derselbe Beweis wie in der Vorlesung zeigt, dass die amortisierte Laufzeit von Splay durch 3-(log |T'(wurzel)|—
log |T(z)|) + 1 beschréinkt ist. Gib dem Knoten, der Schliissel 2 speichert, das Gewicht 3¢7%* wenn z in S in
Tiefe d, gespeichert ist, und d die Tiefe von S ist.

Aufgabe 80

Es sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (p1, ..., pn) auf einer Schliisselmenge gegeben. Ein optimaler binérer
Suchbaum ist ein bindrer Suchbaum fiir die Schiisselmenge, der die erwarteten Kosten >.7_, p; - Tie fe(i) einer
Suchoperation minimiert. Tiefe(i) ist die Tiefe des Knotens, der den iten Schliissel x; speichert.

Gib einen effizienten Algorithmus an, der zu einer gegebenen Verteilung einen optimalen Suchbaum kon-
struiert.

Aufgabe 81

Ein Move-To-Root-Baum ist ein geordneter bindrer Suchbaum, bei dem das zuletzt gesuchte Element &hnlich
wie bei Splay-Baumen an die Wurzel gebracht wird, allerdings werden nur einfache Rotationen am Vaterknoten
verwendet wie im Zick-Fall bei Splay-Bdumen. Konstruiere einen bindren Suchbaum mit n Elementen sowie
eine Zugriffsfolge der Linge n, so dass die Move-To-Root Strategie 2(n?) Schritte benétigt.

Aufgabe 82
Bestimme die amortisierte Laufzeit der Zick-Zack Operation.

Aufgabe 83

(a) Beschreibe einen Algorithmus, der die Operation Intervall(a,b) auf einem Splay-Baum 7' durchfiihrt.
Die Operation liefert alle Schliissel y von T' mit a < y < b in aufsteigender Reihenfolge. Der Algorithmus
soll in Worst-Case-Zeit O(Tiefe(T') +Y') laufen, wobei Y die Anzahl der auszugebenden Schliissel ist.

(b) Beschreibe einen Algorithmus, der Intervall(a,b) in amortisierter Zeit O(log, n + Y') auf einem Splay-
Baum T der Grofle n ausfiihrt.
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9.3 Binomische Heaps und Fibonacci-Heaps

Unser Ziel ist die Entwicklung von Datenstrukturen, um fundamentale Algorithmen wie
Prim’s Algorithmus fiir minimale Spannbdume und Dijkstra’s Algorithmus fiir kiirzeste Wege
perfekt zu unterstiitzen.

Prim’s Algorithmus vergroflert einen minimalen Spannbaum durch Hinzunahme eines
Knotens, der mit einem Knoten des Spannbaumes durch eine Kante minimalen Gewichts
verbunden ist. Nach Wahl des Knotens muss untersucht werden, ob seine Nachbarn jetzt
kiirzere Verbindungen zum neuen Spannbaum haben. Eine Datenstruktur fiir Prim’s Algo-
rithmus muss dazu folgende Operationen unterstiitzen:

- Insert(x): Fiige den Schliissel z ein.
- DeleteMin(): Finde minimalen Schliissel und entferne diesen.
- DecreaseKey(z, A): Der Wert des Schliissels  wird um A vermindert.

Diese Operationen sind auch ausreichend zur Implementierung von Dijkstra’s Algorithmus.
Beachte, dass die Lookup-Operation nicht unterstiitzt werden muss. Der Operation Decrea-
seKey wird auch nicht der Schliissel x iibergeben, sondern die Adresse von x, so dass nicht
nach = gesucht werden muss.

Sei G = (V, E) eine Eingabe fiir Prim’s Algorithmus. Die einzelnen Operationen besitzen
dann (wie auch im Fall von Dijkstra’s Algorithmus) die folgenden Héufigkeiten,

- Insert: O(|V)).
- DeleteMin: O(|V]).
- DecreaseKey: O(|E|).

Wir bendtigen eine Datenstruktur, die die besonders haufigen DecreaseKey-Operationen effi-
zient unterstiitzt. Fiir diesen Zweck werden wir Fibonacci-Heaps mit den folgenden Leistungs-
daten fiir n Schliissel entwickeln:

- Insert, DecreaseKey: Amortisierte Laufzeit O(1).
- Delete, DeleteMin: Amortisierte Laufzeit O(log,n).

Natiirlich ist die Worst-Case-Laufzeit einer einzelnen Datenstruktur-Operationen nicht we-
sentlich, sondern nur die Worst-Case-Laufzeit zur Ausfithrung aller Datenstruktur-Operatio-
nen. Aus der Laufzeit der Operationen fiir Fibonacci-Heaps und der Anzahl der bendtigten
Operationen folgt deshalb:

Satz 9.5 Dijkstra’s Algorithmus fiir kiirzeste Wege und Prim’s Algorithmus fiir minimale
Spannbdume haben fir Graphen G = (V, E) die Laufzeit O(|V| -logy |V| + |E|). Insbesondere
ist die Laufzeit linear fir |E| = Q(|V] -logy |V]).

Wir definieren zunéchst binomische Biume und binomische Heaps, um die Definition von
Fibonacci-Heaps vorzubereiten:

Definition 9.6 Wir definieren binomische Béume By, (k > 0) rekursiv.

- By besteht nur aus einem Knoten.
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- Bjy41 entsteht aus zwei binomischen Biumen By, indem eine Wurzel zum Kind der
anderen Wurzel gemacht wird.

5 q 0
WaaPce

N
O O

B2 B3

sind also die ersten vier binomischen Baume. Man iiberlege sich, dass binomische Bédume die
folgende Darstellung besitzen:

Weitere elementare Eigenschaften binomischer Baume beweisen wir in dem folgenden Lemma.

Lemma 9.7 Binomische Bdiume By haben fir k > 0 die folgenden Eigenschaften:
(a) By hat Tiefe k.
(b) Die Wurzel von By, hat k Kinder und die ibrigen Knoten haben weniger als k Kinder.

(c) Es gibt in By genau (I;) Knoten der Tiefe i.

Beweis: Die drei Aussagen zeigt man durch Induktion iiber k. Wir beobachten fiir (a), dass
By.+1 aus zwei binomischen Baumen By, die um eine Tiefe verschoben sind, gebildet wird. Zum
Nachweis von (b) ist nur zu beobachten, dass allein die Wurzel von By im Vergleich zu den
Knoten von By im Grad anwéchst. Fiir die dritte Behauptung beachte im Induktionsschritt,
dass die Anzahl der Knoten der Tiefe ¢ genau

<§>+(z’fl>: <kj1>

betrdagt und die Behauptung folgt. O

Insbesondere hat der binomische Baum By, genau 2¥ Knoten, und fiir k > 3 ist B}, kein binrer
Baum. Binomische Baume bilden die Basis binomischer Heaps.
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Definition 9.8 Ein binomischer Heap ist eine Menge binomischer Bdume mit den folgenden
Eigenschaften

(a) Fiir jedes i gibt es héchstens einen Baum B;.
(b) Jeder Knoten eines binomischen Heaps speichert einen Schliissel.

(c) Heap-Ordnung: Der Schliissel des Vaters ist stets kleiner oder gleich den Schliisseln
seiner Kinder.

Warum fordern wir, dass es htéchstens einen Baum B; gibt? Sonst konnten alle Schliissel als
n Biume des Typs By gespeichert werden und die DeleteMin-Operation benétigte lineare
Laufzeit zur Bestimmung des Minimums!

Wir beschreiben das Einfiigen eines Schliissels in einen binomischen Heap.

Algorithmus 9.9 Einfiigen in einen binomischen Heap
(1) Ein binomischer Heap H sei gegeben. Der Schliissel z ist in H einzufiigen.
(2) Generiere eine Kopie von By und weise der Wurzel den Schliissel  zu. Setze k := 0.
(3) WHILE (es gibt zwei Kopien von By) DO

(3a) Vereinige die beiden Kopien von By, zu einer Kopie von By 1: Bestimme das Mini-
mum der Werte der beiden Wurzeln und hénge den Baum mit gréflerem Wert an
die Wurzel des anderen.

(3b) Setze k :=k + 1.

@B1 @31 (a)
NN = &
© (@)

Vereinigung zweier Binomischer Bdume beim Einfiigen.

Wenn ein binomischer Heap insgesamt m Schliissel speichert, dann gibt es genau dann einen
Baum B; in H, wenn das ite Bit von m gleich 1 ist. Es werden also genau so viele Vereinigun-
gen wihrend einer Einfiige-Operation durchgefiihrt, wie es aufeinanderfolgende Einsen in der
Binérdarstellung vom m gibt (beginnnend mit dem niedrigstwertigen Bit). Damit kann also
das Laufzeitverhalten des Einfiigens durch die Laufzeit eines bindren Zahlers wiedergegeben
werden!

Algorithmus 9.9 implementiert somit die Insert-Operation in konstanter, amortisierter
Laufzeit, falls keine Delete-Operationen ausgefithrt werden, denn die konstante, amortisierte
Laufzeit folgt aus unserem Ergebnis {iber den bindren Z#hler. Aber die DeleteMin-Operation
macht scheinbar alle Hoffnungen zunichte, da sie die amortisierte Laufzeit einer Insert-Opera-
tion erhohen kann:
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Fiige n = 2* Schliissel ein und der binomische Heap besteht zu diesem Zeitpunkt nur
aus einem binomischen Baum By. Jetzt wechsle DeleteMin- und Insert-Operationen
ab: Die DeleteMin-Operation entfernt die Wurzel und erzeugt die binomischen Biume
By, By, ..., Bi_1, die Insert-Funktion fiihrt & Vereinigungen durch und liefert wieder
den binomischen Baum B;.

Wir erhalten aber in diesem Beispiel wie auch im allgemeinen Fall konstante amortisierte
Laufzeit fiir die Insert-Operation, wenn wir der DeleteMin-Operation & = logy,n Kosten
zuordnen.

Wie sieht eine Implementierung der DecreaseKey-Operation mit konstanter amortisierter
Laufzeit aus? Ein erster Versuch:

1. Setze den Wert des Schliissels herab.

2. Wenn die Heap-Ordnung verletzt ist, trenne den Knoten des Schliissels von seinem
Vater.

Die Laufzeit ist O(1), aber wir verletzen durch die Abtrennung die Definition binomischer
Heaps, denn beliebige Teilbdume binomischer Biume treten als neue Baume auf. Wir geben
daher die Struktur der binomischen Heaps auf und verwenden Fibonacci-Heaps, eine Verall-
gemeinerung von binomischen Heaps.

Eine Eigenschaft der Fibonacci-Heaps basiert auf den Fibonacci-Zahlen Fj, die der Da-
tenstruktur auch den Namen gegeben haben:

0 falls k=0
Fr,.=<1 falls k =1
Fy_ 1+ Fi_o falls k> 2.

Die ersten Fibonacci-Zahlen sind:

E|W0o[1(2]3|4|5|6|7]|8]|9]10
Fr, |O011]1]2[3|5|8[13|21 34|55

Durch Induktion zeigt man, dass die Fibonacci-Zahlen die Eigenschaften
Frio =1+ Zle F; und Fiio > ¢* mit ¢ := % (1 + \/5) ~ 1,62 (9.7)
fiir k£ > 0 besitzen. Der Wert ¢ heifit goldener Schnitt.

Definition 9.10 Ein Fibonacci-Heap ist eine Menge von Bdumen mit den folgenden Eigen-
schaften:

(a) Fibonacci-Eigenschaft: Jeder Knoten vom Grad &k hat mindestens Fj1o Nachfahren, sich
selbst mitgezéhlt.

Béaume mit der Fibonacci-Eigenschaft heiflen Fibonacci-Baume.

(b) Heap-Ordnung: Der Schliissel des Vaters ist stets kleiner oder gleich den Schliisseln
seiner Kinder.

Wir verlangen auch, dass ein min-Zeiger auf den kleinsten Schliissel zeigt.

Wir dndern unsere erste Implementierung der Decrease-Key Operation geringfiigig.
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Algorithmus 9.11 Die DecreaseKey Operation fiir Fibonacci-Heaps

(1) Ein Fibonacci-Heap H ist gegeben und ein Zeiger auf Schliissel x, dessen Wert um A
vermindert werden soll.

(2) Setze den Wert des Schliissels z um A herab.

Wenn die Heap-Ordnung verletzt ist, trenne den Knoten des Schliissels « von seinem
Vater v.

Wenn der Vater v sein zweites Kind verloren hat, trenne v von seinem Vater g. Falls
g sein zweites Kind verloren hat, wiederhole diesen Schritt rekursiv fiir ¢ und dessen
Vaterknoten.

Kommentar: Um zu erkennen, ob ein Knoten sein zweites Kind verloren hat, fithre eine
Markierung fiir jedem Knoten ein.

(3) Uberpriife, ob der min-Zeiger auf = zeigen muss.

In Schritt (2) verwenden wir ,, cascading Cuts“, um die Fibonacci-Eigenschaft zu erzwingen:
Wenn ein Knoten v sein zweites Kind verloren hat, dann verliert der Vater g von v mogli-
cherweise zu viele Nachfahren. Das Abhéngen von v reduziert den Grad seines Vaters g und
wird, wie wir spéter sehen werden, die Fibonaci-Eigenschaft des Vaters retten.

Beispiel 9.4 Wir betrachten ein Beispiel zur DecreaseKey-Operation fiir Fibonacci-Heaps.

® ® O
L :

‘
€ NG
‘ um A =9

©

Die Abbildung zeigt einen Fibonacci-Heap, der nur aus einem Baum besteht. Der Knoten
6 ist markiert, d.h. er hat bereits ein Kind verloren. Wir wollen den Knoten 9 um A = 9
erniedrigen. Die Heap-Ordung ist verletzt und wir trennen den Knoten vom Baum. Da der
Vater, Knoten 6, bereits ein Kind verloren hat, trennen wir diesen ebenfalls ab. Dessen Vater,
Knoten 2, ist noch nicht markiert. Schliellich aktualisieren wir den Minimum-Zeiger.

—-—)

Die DecreaseKey-Operation fiir Fibonacci-Heaps

Die DecreaseKey-Operation ,zerstiickelt“ den Heap, und der DeleteMin-Operation fillt die
Aufgabe zu, den Heap wieder zu reparieren. Wenn DeleteMin sowieso schon die Aufgabe des
Grofl-Reinemachens zukommt, dann liegt es auch nahe, das Einfiigen eines Schliissels durch
die Hinzunahme eines Ein-Knoten-Baums zu implementieren.
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Algorithmus 9.12 Die Insert-Operation fiir Fibonacci-Heaps
(1) Der Schliissel x ist in einen Fibonacci-Heap einzufiigen.

(2) Ein Baum, bestehend aus einem Knoten, wird erzeugt und der zu speichernde Schliissel
x wird in diesem Knoten gespeichert.

(3) Aktualisiere den min-Zeiger.

Damit ist die Insert-Operation alles Andere als arbeitsintensiv und verlduft in konstant vielen
Schritten: Wir erzeugen einen neuen Baum, der nur aus einem Knoten mit dem in den Heap
einzufiigenden Schliissel besteht und aktualisieren den min-Zeiger.

Die bisher betrachteten Operationen zerstiickeln den Heap und die DeleteMin-Operation
trégt die Hauptlast, ndmlich die Vereinigung der Teilbdume.

Algorithmus 9.13 Die DeleteMin-Operation fiir Fibonacci-Heaps
(1) Entferne das Minimum.

Kommentar: Die Fibonacci-Eigenschaft garantiert, dass ein Knoten vom Grad k£ min-
destens Fj,,o Nachfahren besitzt. Andererseits gilt Fj,o > ¢* nach (9.7). Der Baum
des Minimums wird also in hochstens k < log, n neue Bdume aufgespalten, denn es gilt
¢* < n fiir die Knotenzahl n des Heaps.

(2) Der ,Aufraum“-Schritt:
WHILE (es gibt Baume 77 und 75 mit Wurzeln gleichen Grades) DO

Sei T} der Baum mit dem grofleren Schliissel. Hiange den Baum 77 unter die Wurzel
von T5.

(3) Aktualisiere den min-Zeiger.

Lemma 9.14 Nach jeder Operation (Insert, DeleteMin oder DecreaseKey) besteht die Da-
tenstruktur weiterhin aus Fibonacci-Bdaumen, d.h. jeder Knoten vom Grad k hat mindestens
Fy 1o Nachfahren.

Beweis: Wir behandeln die einzelnen Operationen getrennt. Die Insert Operation generiert
einen Baum, der nur aus einem Knoten besteht. Wegen Fiy;2 = 1 ist dies ein Fibonacci-Baum.

Die DeleteMin Operation entfernt die Wurzel eines Fibonacci-Baums und erzeugt neue
Baume. Als Unterbdume eines Fibonacci-Baums erfiillen diese neuen Baume ebenfalls die
Fibonacci-Eigenschaft. Sei k der Wurzelgrad der beiden Baume T und T3, die wir in einem
,Aufrdum“-Schritt vereinigen. Die neue Wurzel hat den Grad k+ 1. Da T7 und T5 Fibonacci-
Béume sind, hat die neue Wurzel mindestens

Fitvo + Fir2 2 Frp1 + Frpo = Fag1) 42

viele Nachfahren, so dass der neue Baum die Fibonacci-Eigenschaft erfiillt.

Als letzte behandeln wir die DecreaseKey Operation und nehmen an, dass eine Anwendung
von DecreaseKey den Baum T erzeugt. Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass jeder Knoten
v von T vom Grad k£ mindestens Fj9 Nachfahren hat.
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Wenn v keine Kinder hat (k = 0), dann hat v nur sich selbst als Nachfahren. Die Behaup-
tung fiir £ = 0 folgt deshalb aus F, = 1. Wenn v genau ein Kind hat (k = 1), dann hat v
mindestens sich selbst und das Kind als Nachfahren. Die Behauptung fiir £ = 1 folgt also aus
F3:F2—|—F1:1—|—1:2.

Induktionsschluss : Der Knoten v habe yi,...,yr+1 als Kinder, wobei y; das i-&lteste
Kind sei. Die Prozedur ,Aufrdumen® hat zu irgendeinem Zeitpunkt y; zu einem Kind von
v gemacht. Zu diesem Zeitpunkt waren y;y1, 412, ..., Yr+1 keine Kinder von v. Damit hatte

y; zum Zeitpunkt der Vereinigung den gleichen Grad wie v, also mindestens ¢ — 1. Da y; in
der Zwischenzeit hochstens ein Kind verloren hat, ist sein aktueller Grad mindestens i — 2.
Nach Induktionsannahme hat y; mindestens F; Nachfahren. Damit hat v wegen Identitét (9.7)
mindestens

I+ P+ Fo+ -+ Frp1 = Frys
Nachfahren. O

Schritt (1) der DeleteMin Operation lduft in Zeit O(1), wéhrend Schritt (2) Zeit propor-
tional zur Anzahl der Bidume bendtigt. Schritt (3), die Aktualisierung des Minimum-Zeigers,
gelingt schliellich in Zeit O(logy n), da nur die Grade 0 bis log, n auftreten konnen.

Wir mochten zeigen, dass die DeleteMin Operation die amortisierte Laufzeit O(logyn)
besitzt. Deshalb ordnen wir die Kosten fiir die Schritte (1) und (3) der DeleteMin Operation,
die Kosten fiir Schritt (2) aber denjenigen Operationen zu, die die Baume verursachten.

Der Insert-Operation ordnen wir eine Kosteneinheit fiir die Generierung eines neuen
Baums und eine Kosteneinheit fiir den wirklich ausgefithrten Schritt zu und wir erhalten
konstante amortisierte Laufzeit.

Die DecreaseKey-Operation trennt moglicherweise einen Knoten ab und trigt dafiir vier
Kosteneinheiten. Eine Kosteneinheit wird fiir die Abtrennung bezahlt, zwei Kosteneinhei-
ten werden (als ,,Ablose®) dem Vater und eine Kosteneinheit wird der DeleteMin-Operation
gutgeschrieben, da ein neuer Baum erzeugt wurde. Moglicherweise wird auch der Vater ab-
gehéingt. Diese Abhéinge-Operation kostet ebenfalls vier Kosteneinheiten, die der Vater mit
der Ablose der beiden abgetrennten Kinder begleicht. Die amortisierte Laufzeit der Decrea-
seKey Operation ist also hichstens vier.

Wir fassen unsere Resultate iiber die amortisierte Laufzeit der betrachten Operationen
zusammen.

Satz 9.15 Man kann auf einem anfdnglich leeren Fibonacci-Heap die Operationen
(a) Insert in amortisierter Zeit O(1),
(b) DecreaseKey in amortisierter Zeit O(1) und
(b) DeleteMin in amortisierter Zeit O(logyn)

ausfiihren, wobei n die Anzahl der Insert-Operationen sei.

Neben den hier besprochenden Operationen unterstiitzen Fibonacci-Heaps auch folgende Ope-
rationen [CLR]:

- Vereinigung zweier Fibonacci-Heaps in amortisierter Zeit O(1) und

- Delete in amortisierter Zeit O(logy n).
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9.4 Suche in Listen

Wir beschreiben zuerst on-line Algorithmen fiir das eingeschrinkte List-Update Problem:

Ein on-line Algorithmus A beginnt mit einer nicht-sortierten Liste L von Daten.
Eine Folge o = (01, ...,0.,) von Lookup-Anfragen ist zu beantworten, wobei fiir
jede Anfrage o; die gegenwértige Liste von ihrem Anfang her zu durchlaufen ist bis
das gesuchte Element gefunden ist. Das gesuchte Element darf dann kostenfrei an
eine beliebige Stelle ndher am Listenanfang gebracht werden. Desweiteren diirfen
benachbarte Listenelemente an jeder Stelle der Liste nach Beantwortung der An-
frage o; vertauscht werden: jede solche Vertauschung ist allerdings kostenpflichtig.

Wenn sich o; in Phase ¢ an Stelle [; der Liste befindet und wenn wihrend der Be-
antwortung von o; genau v; kostenpflichtige Vertauschungen durchgefiihrt werden,
dann verursacht Algorithmus A die Kosten

m

Kostena (L, o) = > (I + vy).
=1

Die Move-to-front Regel bewegt das nachgefragte Listenelement an den Anfang der Liste,
kostenpflichtige Vertauschungen hingegen werden nicht ausgefithrt. Um Move-to-front zu eva-
luieren, vergleichen wir die Strategie fiir jede Liste L und fiir jede Folge o von Zugriffen mit
einem optimalen off-line Algorithmus Opt. Man beachte, dass Opt die Liste L wie auch die
Folge o von vornherein kennt, (kostenpflichtige) Vertauschungen an beliebiger Stelle ausfiihren
darf und damit einen anscheinend unfairen Vorteil hat. Umso iiberraschender, dass die Move-
to-front Strategie fast mithalten kann, denn sie besitzt den optimalen Wettbewerbsfaktor 2,
d.h. es gilt
Kostenniove—to—front (L, 0) < 2 - Kostenopt (L, o)

fiir jede Liste L und jede Folge 0. Weiterhin zeigen wir, dass jeder andere on-line Algorithmus
mindestens den Wettbewerbsfaktor 2 hat.

Satz 9.16
(a) Jede deterministische on-line Strategie besitzt einen Wettbewerbsfaktor ¢ > 2.

(b) Mowve-to-front besitzt den optimalen Wettbewerbsfaktor 2.

Beweis (a): Sei A ein beliebiger deterministischer on-line Algorithmus. Wir nehmen an, dass
die Liste n Elemente speichert. Unsere Anfragefolge wird m-mal das jeweils an letzter Position
stehende Listenelement nachfragen und A wird bei m Anfragen die Kosten m -n verursachen.

Wir lassen A gegen einen off-line Algorithmus antreten, der zuerst die jeweiligen Haufigkei-
ten bestimmt, mit der ein Listenelement nachgefragt wird. In einem zweiten Schritt wird die
Liste umorganisiert, so dass die Liste geméf fallenden Hiufigkeiten sortiert ist. Offensichtlich
fallen hierzu nur die Kosten der =1 Vertauschungsoperationen an.

Danach werden, ohne irgendein weiteres Listenelement zu verschieben, alle Anfragen durch
einen entsprechenden Listendurchlauf beantwortet. Die hierbei anfallenden Kosten sind durch
m- ”TH beschrankt und insgesamt ergeben sich fiir hinreichend grofies m Kosten von

n+l n-(n—1) n+1
Ty T R
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und die Behauptung folgt.

(b) Sei ¢ = (o1, ..,0m) eine Anfragefolge der Léange m. Wir benutzen eine Potentialfunktion
®, um Move-to-front mit einer optimalen off-line Strategie OPT zu vergleichen.

Wir sagen, dass das Paar (z,y) zum Zeitpunkt ¢, also vor Beantwortung der Nachfra-
ge nach o441, eine Inversion ist, wenn x zum Zeitpunkt ¢ vor y in der Move-to-front Liste
erscheint, wihrend x zum selben Zeitpunkt nach y in der Liste von OPT auftaucht. Wir
setzen

®; = Anzahl der Inversionen zum Zeitpunkt ¢

und beachten, dass ®; = 0, denn beide Listen sind zu Anfang identisch. Weiterhin seien
Kosten;(MTF) und Kosten;(OPT) die Kosten von Move-to-front und OPT bei der Beantwor-
tung der Anfrage o,. Wir erinnern daran, dass Kosten;,(MTF) + &, — ®,_; die amortisierten
Kosten von Move-to-front bei der Beantwortung der Anfrage o; sind. Es geniigt der Nachweis
von

Kosten;(MTF) + &, — ®;_; < 2 - Kosten;(OPT) — 1, (9.8)

denn nach Summation iiber alle Zeitpunkte ¢ werden dann die amortisierten Gesamtkosten
von Move-to-front durch die doppelten Gesamtkosten von OPT beschrankt.

Wir zeigen (9.8) fiir ein beliebiges ¢t und nehmen an, dass oy = x. Sei K die Anzahl der
Elemente, die sowohl in der Move-to-front Liste wie auch in der OPT-Liste vor Element x
erscheinen und sei L die Anzahl der Elemente, die in der Move-to-front Liste vor x, aber in der
OPT-Liste nach x erscheinen. Offensichtlich ist Kosten;(MTF) = K+ L+1 und Kosten;(OPT)
> K+ v+ 1, wenn Opt genau vy kostenpflichtige Vertauschungen zum Zeitpunkt ¢ ausfiihrt.

Nach Beantwortung von o; wird z durch Move-to-front an den Listenanfang gebracht: L
Inversionen werden beseitigt und K Inversionen werden neu geschaffen. Dann gilt

Kosten;( MTF) + &, —®;,; < (K+L+1)+K—-L+uv
2-K+uv+1
< Kosten,(OPT) + K
< 2-Kosten,(OPT) — 1

und dies war zu zeigen. O

Aufgabe 84
In der Transpose Regel wird das gefundene Element um eine Position nach vorne geriickt, wéhrend die Listen-
anordnung in der Lazy Regel nicht veréndert wird.

a) Beschreibe eine Folge von Zugriffen auf eine Liste (x1,...,zy), fiir die bei Anwendung der Move-to-
Front Regel geringere Kosten entstehen als bei Lazy, und eine Folge von Zugriffen, fiir die bei Anwendung der
Lazy Regel geringere Kosten entstehen als bei Move-to-front. Dabei soll der Unterschied jeweils moglichst grof3
sein.

b) Konstruiere eine Zugriffsfolge, fiir die die Transpose Regel bei einer Liste der Linge n um einen
Faktor ©(n) hohere Kosten verursacht als die Move-to-Front Regel.

Randomisierte Strategien erreichen bessere Wettbewerbsfaktoren:

Aufgabe 85
Betrachte nun folgende randomisierte Strategie RMF zur Selbstanordnung von Listen: Jedes Element x in
der Liste ist mit einem Bit b(z) markiert, welches bei einem Zugriff gekippt wird. Wenn das Bit von 0 auf 1
wechselt, wird das Element an den Anfang der Liste gebracht, sonst nicht. Zu Beginn werden alle Bits zufillig
ausgewiirfelt.
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.

Zeige, dass die beschriebene Strategie héchstens Kosten 3

Kosten opt.

Hinweis: Gehe wie im Beweis von Satz 9.16 vor. Eine Inversion (y,z) (z kommt in der Liste einer optimalen
Strategie A vor y, in der Liste von RMF hinter y vor) ist eine Typ-1-Inversion, wenn b(x) = 0, sonst eine Typ-
2-Inversion. Sei ¢1 die Anzahl der Typ-1-Inversionen, ¢2 die Anzahl der Typ-2-Inversionen. Verwende 2¢2 + ¢1
als Potentialfunktion. Beachte, dass b(y) = 1 (fiir ein Listenelement y) mit Wahrscheinlichkeit 3.

opt — O(m) verursacht bei optimalen off-line-

Wie nahe randomisierte Strategien an die Leistung des besten off-line Algorithmus herankom-
men, ist nicht bekannt:

Offenes Problem 5
Bestimme den optimalen Wettbewerbsfaktor randomisierter Strategien fiir das List-Update Problem. Der ge-
genwirtig beste Wettbewerbsfaktor ist 1.6 [ASW]. Weiterhin ist bekannt, dass der Wettbewerbsfaktor minde-
stens 1.5 betragt [Te].
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